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 اطلاعات مقاله  خلاصه

 یهااز چالش یکی یانتوسط مشتر ینهقابل اعتماد و کم هز ،پذیرانعطاف یع،سر یلخدمات تحو یافتدر

تقاضا و به تبع آن  یشدنبال آن با افزابهباشد. می یدر مناطق شهر خصوصبهکالا  یعتوز یمهم برا

 یشهر ونقلحمل هایکالاها موجب تراکم و ازدحام در شبکه جابجایی منظوربه یهوسائل نقل یشافزا

 کهدرحالتی چندناوگانی کنندهتغذیه یهنقل یلهوس یریابیمس مسألهمطالعه  ینرو در اینااز. گرددیم

 یبررس کنند،یم یهمزمان همکار ورتصبهجهت ارضا تقاضا  یکدیگربا  یکلتو موتورس یونکام ینچند

و  یونشامل کام یهنقل یلاز ناوگان ناهمگون وسا کنندهتغذیه یهنقل یلهوس یریابیمس مسألهگردد. یم

 یکتراف یعو توز وآمدرفتدر مناطق پر هاموتورسیکلتشده است و امکان عبور  یلتشک موتورسیکلت

 انبارتعداد دفعات بازگشت به  مسأله یندر ا کنندهتغذیه رویکردکند. یم یرپذامکان یراحتبه یشهر

در ابتدا  ینجادر اهای سفرها است. و هزینهدر زمان  جوییصرفه دنبالبهرا کاهش و  یریبارگ یبرا یاصل

مختلط و در  یحصح عدد ریزیبرنامهمدل  یبالا یچیدگیپ دلیلبهارائه شده سپس  یاضیمدل ر یک

 یرز سازیینهبه یکردلاگرانژ با رو یآزادساز یتمن حل مدل در ابعاد بزرگ، از الگورکاهش زما یراستا

 یآزادساز یتمالگور ی، زمان اجرامسألهابعاد  یشنشان داد که با افزا نتایج استفاده شده است. یانگراد

حاصل از حل مدل با  یزمان ییجوصرفه همچنینکمتر است.  مدل اصلی یهایخروج بهنسبتلاگرانژ 

حل مدل کارا  یلاگرانژ برا یآزادساز یتمالگور یجهتوجه بوده و درنتلاگرانژ قابل یآزادساز یتمالگور

 است.
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 1مقدمه. 1
مسائل  ینترشدهاز شناخته یکی( VRP) یهنقل یلهوس یریابیمس مسأله

 یینهمجموعه به یکه هدف آن طراح یدآیحساب مبه سازیینهبه

که با  یاگونهاست به یانبه مشتر دهییسسرو یبرا یرهامس

 یهنقل یلهوس یریابیمس مسألهموجود سازگار باشد.  هاییتمحدود

 هاییونکام یریابیمس یبرا یامسألهو رامسر در قالب  یگتوسط دانتز

مطرح  یل،گازوئ یمتقاض هاییستگاهبه ا یرسانسوخت یانهاز پا یلگازوئ

 یلاز وسا یانبار، ناوگان یک لشام یدر حالت عاد مسأله ین[. ا11شد ]

است که  یاناز مشتر یاو مجموعه اندیافتهکه در انبار استقرار یهنقل
 

 
 یانجواد بهنام* نویسنده مسئول: 

 Behnamian@Basu.ac.irرونیکی: ؛ پست الکت38292505-081تلفن: 

در  یهنقل یلوسا یریابیمس مسألهشوند. هدف  دهییسسرو بایستیم

 یرمس یط یکل هایینههز سازیحالت حداقل ینترو معمول ینترساده

 یهنقل یلوسا یتظرف هاییتو محدود یبراساس حداکثر زمان کار

ممکن  یهنقل یلهمحدود، وس یتباتوجه به ظرف یانم ین[. در ا12است ]

بازگردد.  یمجدد به انبار مرکز یریبارگ یبرا یناست در فواصل مع

 یلهوس یتاز ظرف یشترب یاربس یانکل مشتر یتقاضا یوقت یجهدرنت

سفر مربوطه  ینههز ینو همچن یبرگشت یباشد، تعداد سفرها یهنقل

 یسفر صرف شده برا هایینهکاهش کل هز یبود. براخواهد  یادز یاربس

 یجاد( ا1)شده است:  گرفته درنظر یمجدد، دو استراتژ یریبارگ
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 20                                                                                                ک   ه چ   اوگا  مسی یاب  وسیله  قلیه  غ یه مسأ ها گ ریتم آزادساز  لاگ ا   ب ا  حل : یانبهنامو  صالحی سربیژن

تر گبزر یهنقل یلهاعزام وس (2، و )در مجاورت بازار تقاضا رتیشب ارهایانب

 یمتاست که ق پذیرامکان یفقط زمان یاستراتژ ین. اولیشترب یتبا ظرف

 کم باشند.انبار  یاتعمل هایینهاجاره و هز یاساخت  ینههز ین،زم

 یدجد یانبارها یجادا یبرا ینزم یرااول دشوار است، ز یاستراتژ یاجرا

 یکمحل انبار موردنظر نزد کهیخصوص هنگامو گران است، به میابک

ظاهر مجاز دوم به یباشد. استراتژ یافتهتوسعه یاربس یبه مناطق شهر

 کهیخصوص هنگامروبرو شود، به یاست، اما ممکن است با مشکلات

 یمنیا دلیلبهبزرگ  یهنقل یلوسا یوقت یاباشند  یکبار یلیخ هایابانخ

معمولاً  یدسترس هاییتمحدود همچنیننداشته باشند.  داجازه ورو

مشکلات مقابله با  ی. براشوندیمشاهده م یاز مناطق شهر یاریدر بس

 VRPدر  کنندهیهتغذ یکردسوم رو یکردرو ی،دو استراتژ ینموجود در ا

 مسألهکه  شودیم یشنهادمجدد پ یریکل بارگ ینهکاهش هز یبرا

[. 13] شودیم یده( نامFVRP) 1کنندهیهتغذ یهنقل یلهوس یریابیمس

، VRP یککلاس مسألهدر  یونقل شهرحمل یعتوز فرآینددر 

 یهنقل یلهوس یک یتاز ظرف یشب یکم یانمشتر یتقاضا کهدرحالتی

 یشاستفاده نمود که باعث افزا یگرد یهنقل یلهاز وس یستیباشد، با

 مسألهبرخلاف  2چندناوگانی   FVRPمسألهگردد. یم هاینههز

ای از مشتریان و مجموعه ،از یک انبار فیزیکی یه،نقل یلهوس یریابیمس

دو و  یونحداقل دو کامشامل ناهمگون  یهنقل یلاز وسا یناوگان

شده است. ناوگان ناهمگن از دو کلاس  یلتشکیکلت نقلیه موتورس

 که از کندو بزرگ استفاده می وسایل نقلیه شامل وسایل نقلیه کوچک

 مثالعنوانبهتواند کلاس وسیله نقلیه کوچک می .شوندارسال می انبار

ن داده شود. هزینه یک موتورسیکلت بسیار با یک موتورسیکلت نشا

توانند در مناطق ی میراحتبه هاآنر از مثال یک کامیون است، تکم

گونه یچهعدم وجود موتور احتراق،  دلیلبهحرکت کنند و  پرازدحام

طور خلاصه، مشخصات کلاس وسیله نقلیه کوچک به .آلودگی ندارند

 باکلاسظرفیت محدود، برد محدود و هزینه کمتر است. در مقایسه 

ی محدودیت سختبهوسیله نقلیه کوچک، کلاس وسیله نقلیه بزرگ 

 هاآنبر این، علاوه .کامیون با تریلر( مثالعنوانبهظرفیت را دارد )

های نین هزینهچرا طی کنند، همتری های طولانیتوانند مسافتمی

های در خیابان خصوصبهکلی بالاتری دارند. اگرچه امکانات مانور )

ترین مزیت گباریک و در طول ساعت شلوغی( وسایل نقلیه کوچک بزر

اصلی این وسایل که همان محدودیت  ضعفنقطهاست، اما  هاآن

یه کوچک یگر، وسیله نقلد عبارتبه .ظرفیت هست همچنان باقی است

قادر به بازدید چند  انبار فیزیکی ممکن است فقط قبل از مراجعه به

های اضافی منجربه هزینه انبار فیزیکی مشتری باشد. سفرهای مداوم به

شود. برای حل این مشکل، وسیله نقلیه کوچک سفر و اتلاف وقت می

یا  (VD) 3یک انبار مجازی عنوانبهتواند از وسیله نقلیه بزرگ می

انبارهای  .نبارهای متحرک )نقش انبارهای متحرک( استفاده کندا

توانند در یک پارکینگ یا در محل مشتری با فضای مجازی می
 

1. Feeder vehicle routing problem 

2. Multi-fleet FVRP 

3. Virtual depot 

 

؛ کننده اتفاق بیفتندنقطه تقاطع یا تغذیه عنوانبهپارکینگ کافی 

بنابراین، انبار مجازی برای بهبود کارآیی عملیات تحویل از اهمیت 

ثابت  هاآنانبارهای مجازی و مکان  اگر تعداد .شودبالایی برخوردار می

در بسیاری  .تری خواهد داشتباشد، معمولاً عملیات تحویل کارایی کم

ی دریافتی، هاسفارشو  وکارکسباز شرایط، انبارهای مجازی بسته به 

بنابراین، معقول است که مکان انبارهای  ؛متفاوت هستند هرروزدر 

حال، وسیله نقلیه ینبااگرفته شوند.  درنظرمتغیر  عنوانبه مجازی

زمان )هماهنگ( انجام دهند تا کوچک و بزرگ باید تورهای خود را هم

یگر، وسیله نقلیه کوچک و د عبارتبه .را انجام دهند جابجاییبتوانند 

 چندناوگانی FVRP بنابراین؛ زمان در همان مکان باشنداید همبزرگ ب

های با محدودیت مسیریابی وسیله نقلیه عنوانبهتوان را می

 .[1]ی نامید سازهماهنگ

 کنندهتغذیهمسیریابی وسیله نقلیه  مسألهدر این مطالعه  

 باراولینمورد بررسی قرار گرفته است. در این راستا برای  چندناوگانی

برای این  یانگراد یرزسازی بهینهالگوریتم آزادسازی لاگرانژ با رویکرد 

گرفتن  درنظرها، ها و موتورسیکلتبا شرایط ناهمگونی کامیون مسأله

متغیر تصمیم و امکان تقاطع هر کامیون و  عنوانبههای تقاطع گره

 تحویل توسعه داده شده است.  فرآیندلت در طی موتورسیک

شرح زیر سازماندهی شده است. در بخش دوم ادامه این تحقیق به

 مسألهو تفاوت این  کنندهتغذیهمقالات مرتبط با مسیریابی وسیله نقلیه 

 مسألهبندی شوند. فرمولهای مسیریابی بررسی میمسألهبا برخی از 

ش چهارم الگوریتم آزادسازی لاگرانژ شود. بخدر بخش سوم آورده می

و الگوریتم پیاده شده در مقاله و توضیحات آن اختصاص یافته است. 

گردد. در انتها، بخش بخش پنجم نتایج محاسباتی و بحث ارائه می

 گردد.گیری ارائه و مطالعات آتی پیشنهاد میششم نتیجه
 

 ادبیات تحقیق . 2
FVRP  نسبتاً جدید است اما در هسته آن هنوز هم یک  مسألهیک

، مطالعات شدهانجاممسیریابی وسیله نقلیه است. طبق تحقیقات  مسأله

 4توو و همکاران .در ادبیات تحقیق یافت شد FVRP اندکی در مورد

کننده همراه با مشتریان مسیریابی وسیله نقلیه تغذیه مسألهمفهوم  [2]

 5شده یینتعبا انبار مجازی از پیش  گیرنده کالایلتحومتقاضی و 

(LFVRP-PVD را برای )ارائه دادند.  باراولینLFVRP-PVD 

های ناهار را به همه مشتریان بااستفاده از دو نوع وسایل نقلیه، جعبه

خالی برای  نسبتاًیه کوچک خالی و وسایل نقل .دادندتحویل می

شده وسایل نقلیه  یینتعهای مجازی از پیش بارگیری مجدد در انبار

متعاقباً یک روش  [3] 6کردند. چانگ و همکارانبزرگ را ملاقات می

هاد دادند. پیشن LFVRP-PVD مسألهی ابتکاری برای ادومرحلهحل 

ترین همسایگی برای یکنزددر این تحقیق در مرحله اول، از روش 

اولیه با  حلراهساختن مسیرهای اولیه استفاده شد و در مرحله دوم، 

4. Tu et al 

5. The linehaul-feeder vehicle routing problem with 

prespecified virtual depot 

6. Chang et al 
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نتایج محاسباتی بااستفاده از  .استفاده از روش تعویض گره بهبود یافت

از یک شرکت تحویل اکسپرس  آمده دستبههای عددی داده

المللی در تایوان انجام و هفت راهکار مختلف برای تعیین انبارهای ینب

مقایسه شدند. مشکل رایج  باهمکل هزینه  ازنظر فردمنحصربهمجازی 

انبارهای  پذیری ناشی ازعدم انعطاف LFVRP-PVD در ارتباط با

ن مشکل چن شده است. برای برطرف کردن ای یینتعاز پیش  مجازی

کننده همراه با مسیریابی وسیله نقلیه تغذیه مسأله [4] 1و همکاران

 LFVRP)-2با انبارهای مجازی لاگیرنده کایلتحومشتریان متقاضی و 

VD) حین عملیات تحویل، یک وسیله  مسألهرا معرفی کردند. در این

را  شود و کلیه انبارهای مجازیخارج می نقلیه بزرگ از انبار فیزیکی

در این تحقیق مجموعه وسایل نقلیه  همچنین .دهدسرویس می

دادند و در صورت نیاز، قبل از کوچک، کالا را به مشتری تحویل می

بارگیری مجدد  VD یا از وسیله نقلیه بزرگ در یک انبار ادامه کار، یا از

و  3کردند. در این تحقیق دو الگوریتم ابتکاری روش تسهیم هزینهمی

حداقل کردن  باهدفولیه های ابرای ساخت جواب 4روش آستانه

های سفر و انتظار برای همه وسایل نقلیه استفاده نمودند. نتایج هزینه

محاسباتی این تحقیق نشان داد که عملکرد روش تسهیم هزینه 

های با افزایش تعداد انبار همچنینروش آستانه بهتر است.  بهنسبت

چن و  طور مشابه. بهآمد دستبهمجازی مقدار تابع هدف بهتری 

کننده تغذیه مسیریابی وسیله نقلیه مسألهبه بررسی  [5] همکاران

های مجازی و با انبار گیرنده کالایلتحوهمراه با مشتریان متقاضی و 

تحقیق پرداختند. در این  (VDTW-LFVRP) 5های زمانیپنجره

وسایل نقلیه کوچک و بزرگ خدمات تحویل را در محدودیت زمانی به 

ی شامل جستجو ادومرحلهدادند. روش ابتکاری مشتریان تحویل می

پیشنهاد شد. نتایج این تحقیق نشان داد،  مسألهبرای حل این  6ممنوع

-LFVRPمقدار تابع هدف و تعداد وسایل نقلیه کوچکی که در 

VDTW مسیریابی وسیله نقلیه سنتی  مسأله بهنسبتد، شدناعزام می

 مسألهیک  [6] 7با پنجره زمانی، عملکرد بهتری داشتند. چن و وانگ

 8یریابی وسایل نقلیه خط فیدر با پنجره زمانییافته مسیمتعم

(ELFVRPTW)  ارائه دادند. هدف این مطالعه حداقل کردن هزینه

ثابت، هزینه سفر، هزینه نیروی انسانی و هزینه انتظار برای کلیه 

 باتوجه، وسایل نقلیه  ELFVRPTWدر .مسیرهای وسیله نقلیه بود

و ظرفیت به دو نوع )وسایل نقلیه بزرگ و کوچک( تقسیم  اندازهبه

 زمانمدتوچک کالاها را در در این تحقیق وسایل نقلیه ک .شدند

های باریک واقع بودند، تحویل به مشتریانی که در جاده شده مشخص

که بار یک وسیله نقلیه کوچک در آن مسیر خالی یا یهنگام .دادندمی

کالا را از وسیله نقلیه بزرگ  کهشد، این امکان را داشت تقریباً خالی می

 مجدداًیماً از انبار فیزیکی که در یک انبار مجازی ساکن بود یا مستق

 

1. Chen et al 

2. The linehaul-feeder vehicle routing problem with virtual 

depots  

3. Cost-sharing method 

4. Threshold method 

5. The linehaul-feeder vehicle routing problem with virtual 

depots and time windows 

چند وسیله نقلیه  ELFVRPTW مسألهکه در ییازآنجابارگیری کند. 

قرار گرفت، در  موردتوجهبزرگ و محدودیت ظرفیت وسایل نقلیه 

تر بود. برای ینانهبواقع ،LFVRPTW مقایسه با نسخه قبلی آن، یعنی

یر اولیه و ی شامل ایجاد مسادومرحله، الگوریتم حل مسألهحل این 

 بهنسبت ELFVRPTWکه بهبود مسیر پیشنهاد شد. نتایج نشان داد 

LFVRPTW به مقادیر میانگین تابع هدف و میانگین تعداد  باتوجه

به بررسی چهار مورد نحوه  [7]9وسایل نقلیه بهتر عمل کرده است. چن

تغذیه وسایل نقلیه کوچک، خدمات بارگیری مجدد، تعداد نقاط کاندید 

مربوط  مسألههای پنجره زمانی در های مجازی و محدودیتانبار

نمونه مختلف پرداخت. در این مطالعه از  15برای   LFVRPTWبه

 استفاده شد. نتایج نشان داد که اولاً، [4]های حل مطالعه لگوریتما

LFVRPTW  بهنسبتهمیشه نتایج بهتری VRPTW دادمی. 

سوماً استفاده  .تر بودباصرفه VRPTW در مقایسه با  LFVRPTWدوماً،

تری داشت. چهارماً، تر انبار مجازی، بازدهی بیشاز نقاط کاندید بیش

  LFVRPTW ی برایتوجهقابلهای پنجره زمانی، از مزایای محدودیت

به نسخه نسبتاً جدیدی از  [8] 10برخوردار بودند. برندستتر و ریمن

 LFVRP با عنوان مسیریابی وسایل نقلیه شده شناخته مسأله

 یسازهای هماهنگبا محدودیت VRP عنوانبه مسألهپرداختند. این 

دو نوع وسیله نقلیه  یلهوسکه در آن دو نوع مشتری به شدمیتوصیف 

 ستندتوانمعمولی، می VRP این وسایل نقلیه برخلاف .دندشبازدید می

 .ونقل برای انتقال کالا را انجام دهندبرای گسترش سفر خود یک حمل

سازی برای دستیابی به این هدف، وسایل نقلیه نیاز به همگام

زمان در یک مکان به این معنی که باید هم شتند،( دایزسا)هماهنگ

حداقل رساندن هزینه کل شامل ،  LFVRPهدفدر این مطالعه  .باشند

و دستمزد  یل نقلیهوسا های سوختهزینه ،هزینه ثابت وسیله نقلیه

ی با رویکرد انشعاب فرا ابتکاردر این مطالعه دو الگوریتم  .بودرانندگان 

های آوردن جواب دستبهبرای های ساختاری با الهام از بینشو اتصال 

کیفیت پیشنهاد شد. نتایج نشان داد که  مسألهنزدیک به بهینه برای 

مطالعات قبلی بهتر بود. در مقایسه با پیشنهادی های ابتکاری الگوریتم

دو رویکرد بهبود  [8]در راستای گسترش مطالعه  [9]برندستتر و ریمن 

این بهبودها  پیشنهاد دادند.  LFVRPمسألهپیوند و انشعاب برای 

سازی الگوریتم مورچگان، عملگرهای جستجوی شامل کاربرد بهینه

بودند. برای برجسته کردن  مسألهحل دقیق برای زیر  همچنینمحلی و 

سهم عملکرد این تغییرات، یک آزمایش محاسباتی کامل و گسترده 

ترکیب  همچنینالگوریتم جداگانه و  مؤلفههر  شد. در این مطالعهانجام 

ارزیابی شدند. نتایج این تحقیق نشان داد که الگوریتم نهایی  هاآن

های محاسباتی بهبود ایجاد کرده است. درصد در هزینه 9نزدیک به 

های زمانی را با پنجره LFVRP، [10]ی دیگری برندستتر مطالعهدر 

6. Tabu search 

7. Chen and Wang 

8. Extended linehaul-feeder vehicle routing problem with time 

windows 

9. Chen 

10. Brandstatter and Reimann 
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ی، فرا ابتکارگرفت. در این مطالعه چهار رویکرد استراتژی بهبود  درنظر

و جستجوی محلی  حلراهابتکاری برمبنای مدل ریاضی، تولید چندین 

در استراتژی فراابتکاری توسعه داده شد. نتایج این تحقیق نشان داد 

وسیله نقلیه کوچک تورهایی برای همه مشتریان نوع دوم ایجاد 

ی بهینه هاحلراهکردند و استراتژی ابتکاری برمبنای مدل ریاضی می

 حلراهچندگانه چندین  حلراهبرای هر تور را یافتند. استراتژی 

ایجاد  هاهای مختلف و بارگذاری مجدد موقعیتبااستفاده از تکنیک

در استراتژی جستجوی محلی از مکانیزم تخریب و ترمیم برای  .کردند

در این تحقیق نتایج  همچنیناستفاده شد.  حلراهتر بهبود بیش

های مختلف پنجره وتحلیل محاسباتی در مورد تأثیر ویژگییهتجز

مسیریابی  مسألهانواع دیگر  بهنسبت  LFVRPTWزمانی و مزیت

به  [11] 1های زمانی ارائه شد. هیوانگ و همکارانجرهوسیله نقلیه با پن

 مسیریابی وسیله نقلیه مسألهنوع جدیدی از  عنوانبه، FVRPبررسی 

یله یک وسیله نقلیه بزرگ وسبهپرداختند، که در آن هر مشتری 

 .شد)کامیون( یا یک وسیله نقلیه کوچک )موتورسیکلت( ملاقات می

نوع تحویل خاص، کامیون و موتورسیکلت باید از انبار خارج، به در این 

طی  مسألهدر این  .یت به انبار بازگردنددرنهامشتریان مراجعه کنند و 

تحویل، موتورسیکلت برای بارگیری مجدد به مکان کامیون  فرآیند

سازی کلونی کنند. در این مطالعه از الگوریتم بهینهحرکت می

به حداقل رساندن کل  باهدف مسألهی حل ( براACO) 2مورچگان

از سه  هاآن همچنینهزینه )ثابت و هزینه سفر( استفاده کردند. 

ای برای بررسی مجموعه داده محک و یک الگوریتم ابتکاری چهارمرحله

 نتایج این تحقیق نشان داد که الگوریتم استفاده بردند. FVRPعملکرد 

ACO   با  مسائلبرای  خصوصبهی مناسبی را هاحلراهپیشنهادی

سایز بزرگ در یک بازه زمانی معقول و با روشی کارآمد ارائه داد. صالحی 

 چندناوگانی FVRPبه  FVRP مسألهبا توسعه  [1] سربیژن و بهنامیان

تحویل یکسان  فرآیندو رویکرد جفت کامیون و موتورسیکلت در طی 

 PSO-SAپرداختند. این نویسندگان الگوریتم ترکیبی مانند، باقی می

های با ابعاد کوچک، در نمونه VNSو  PSO ،ACOهای را با الگوریتم

صالحی سربیژن و  متوسط و بزرگ مقایسه کردند. همچنین اخیراً

مسیریابی  مسألهرا برای  MOPSO-VNSالگوریتم  [12] بهنامیان

( با RTCFVRP) 3همکارانه در زمان واقعی کنندهتغذیهوسیله نقلیه 

توسعه دادند. نتایج نشان داد که الگوریتم  پذیرانعطافهای زمانی پنجره

و  MOPSO ،NSGA-IIهای پیشنهادی در مقایسه با الگوریتم

MOEA/D جدول  هتر عمل کرده است.و ایستا بهای پویا در حالت

دهد. را نشان می FVRPطبقه بندی مقالات بررسی شده در زمینه  (1)

طور که مشاهده به مطالعات انجام شده در ادبیات تحقیق، همان باتوجه

الگوریتم  باراولینبرای  چندناوگانی FVRP مسألهگردد برای می

توسعه داده شده  یانگراد یرزسازی بهینه با رویکرد آزادسازی لاگرانژ

 است.

 

 بندی مقالات ادبیات تحقیق. دسته(1)جدول 

 منبع سال مسألهنوع  هدف الگوریتم حل

 [2]توو و همکاران  LFVRP-PVD 2001 حداقل کردن هزینه مسیریابی بدون داده عددی

 [3]چانگ و همکاران LFVRP 2001 مسیریابیحداقل کردن هزینه  ترین همسایگییکنزد

 [4]چن و همکاران  LFVRP-VD 2011 های سفر و انتظارحداقل کردن هزینه تسهیم هزینه و روش آستانه

 [5]چن و همکاران LFVRP-VDTW 2011 حداقل کردن هزینه مسیریابی جستجو ممنوعه

ی شامل ایجاد مسیر ادومرحلهحل 

 اولیه و بهبود مسیر

حداقل کردن هزینه ثابت، هزینه سفر، 

 هزینه نیروی انسانی و انتظار
ELFVRPTW 2012  [6]چن و وانگ 

 [7]چن  LFVRPTW 2015 حداقل کردن هزینه مسیریابی تسهیم هزینه و روش آستانه

 رویکرد اتصال و انشعاب
ثابت و متغیر  هایهزینه کردنحداقل 

 سوخت و دستمزد رانندگان
LFVRP 2018  [8]برندستتر و ریمن 

 [9]برندستتر و ریمن  LFVRP 2018 های سفرحداقل کردن هزینه الگوریتم مورچگان، جستجوی محلی

ابتکاری بر مبنای مدل ریاضی و 

 جستجوی محلی

ثابت و متغیر  هایهزینه کردنحداقل 

 سوخت و دستمزد رانندگان
LFVRPTW 2019  [10]برندستتر 

 [11]هیوانگ و همکاران  FVRP 2019 حداقل کردن هزینه ثابت و هزینه سفر کلونی مورچگان

PSO-SA, PSO های مسیریابیحداقل کردن هزینه FVRP [1]صالحی سربیژن و بهنامیان  2022 چندناوگانی 

MOPSO, MOPSO-VNS 
 های مسیریابیحداقل کردن هزینه

 حداکثر کردن رضایت مشتری

FVRP در  همکارانه

 زمان واقعی
2022 

صالحی سربیژن و بهنامیان 

[12] 

 مطالعه حاضر - چندناوگانی FVRP های مسیریابیحداقل کردن هزینه لاگرانژ سازیالگوریتم آزاد
 

1. Huang et al 

2. Ant colony optimization 

3. Real-time collaborative feeder vehicle routing problem with 

flexible time windows 
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کننده مسیریابی وسیله نقلیه تغذیه مسأله یفتوص. 3

 چندناوگانی
 و هادهنده گرهنشان N یرید.بگ درنظررا  G=(N,A) مانندگراف  یک

A مجموعه باشندمی هادهنده کماننشان .N  انبار )دپو( و  یکشامل

 یرهایمس ی. ابتدا و انتهاباشندیم یانمجموعه مشتر یماندهباق هایگره

از انبار انجام  چندناوگانی FVRP مسألهمختلف در  یهنقل یلوسا

 یون)کام یهنقل یلهوس یکحداقل  یلهوسبه یدبا مشتریان. همه شوندیم

 چندناوگانی FVRP از یمثال (1)شکل شوند.  ید( بازدیکلتموتورس یا

مثال  ی. برادهدیرا نشان م یکلتو دو موتورس یونبا دو کام

برگشت به  یجابه 8و  7، 6 یهاگره یدبازد اول بعد از یکلتموتورس

به  یریکرده و بعد از بارگ یدبازد 3در نقطه تقاطع  ااول ر یونانبار کام

کرده و مجدداً به انبار  یرسانخدمت 12و  11، 10، 9 هایگره

، 3، 2، 1 یانرسانی به مشتراول هم بعد از خدمت یون. کامگرددیبرم

 یدوم بعد از خروج از انبار تقاضا یکلت. موتورسگرددیبه انبار برم 5و  4

دوم در محل  یونسپس با کام ،را برآورده 15و  14، 13 یانمشتر

 یانبه مشتر یریمجدد انجام داده و بعد از بارگ یریبارگ 20 یمشتر

مجدداً  22 یکرده و سپس در محل مشتر یدهیسسرو 17و  16

و بعد از  یریبارگ 18 یمشتر یاندازه تقاضادوم را ملاقات و به یونکام

دوم هم  یون. کامگرددیبه انبار برم 18 یمشتر یبرآورده کردن تقاضا

به انبار  22و  21، 20، 19 یانمشتر یبعد از برآورده کردن تقاضاها

 .گرددیبرم
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کننده قلیه تغذیهنمسیریابی وسیله  مسأله یرسازیتصو. (1)شکل 

 چندناوگانی

 

  مدل مفروضات .3-1

ها از انبار شروع و در پایان به انبار ها و موتورسیکلتحرکت کامیون •

 گردند.یبرم

بار با شود. هر مشتری باید یکتمام تقاضای مشتریان برآورده می •

یک نوع وسیله نقلیه )کامیون یا موتورسیکلت( ملاقات شود، اما 

بار با نوع دیگری از وسیله نقلیه، در نقاط ممکن است بیش از یک

 .تقاطع بازدید شود

 مکان هر گره تقاطع متغیر است. •

 باشند.محدودیت ظرفیت می ها دارایها و موتورسیکلتکامیون •

دهی همه مشتریانی که تقاضا دارند، بایستی در یک روز سرویس •

 شوند.

 درنظریر و متغیر( در این مطالعه مسثابتهزینه )تنها دو هزینه  •

 .شودگرفته می

در نقاط تقاطع، امکان تقاطع هر  یلتحو فرآیند طی در •

 .وجود دارد یونبا هر کام یکلتموتورس

تقاضای  اندازهبهها در نقاط تقاطع یری مجدد موتورسیکلتبارگ •

 گیرد.ها انجام میگره

دهی و زمان سفر، سرویس کردنجمعکل زمان هر وسیله نقلیه با  •

 آید.می دستبهبارگیری مجدد 

ها به نقاط تقاطع یکلتزمان با موتورسهم یاها قبل یونکام •

ها و ترک گره تقاطع تیکلموتورسیل بار به بعد از تحوو  رسندیم

 .کنندیگره را ترک م یکلت،موتورس یلهوسبه

ها زمان بارگیری مجدد در به کوچک بودن موتورسیکلت باتوجه •

 شود.گرفته می درنظرها یکسان نقاط تقاطع با کامیون

 پارامترها و متغیرهای تصمیم شاخص ها، مجموعه ها،  .3-2
 هاشاخص •

) هاشاخص گره , , )i j l 
 c شاخص کامیون

 m شاخص موتورسیکلت

 هامجموعه •

 N ها )با گره انبار(مجموعه گره

 I مجموعه مشتریان

 هامجموعه کامیون 1 11,2,...,K k= 
 هامجموعه موتورسیکلت 2 21,2,....,K k= 

 پارامترها •

 𝑘1 ظرفیت کامیون
1k

cQ
 

 𝑘2 ظرفیت موتورسیکلت
2

m

kQ 
 𝑘1 هزینه ثابت کامیون

1

c

kf 
 𝑘2 هزینه ثابت موتورسیکلت

2

m

kf 
 متغیرهای تصمیم •

سفر کند برابر با یک و  jبه گره  iاز گره  𝑘1کامیوناگر 

1ijkx صورت صفر است. در غیر این
 

سفر کند برابر  jبه گره  iام از گره  𝑘2اگر موتورسیکلت

2ijky صورت صفر است. با یک و در غیر این
 

 بارگیری موتورسیکلتعنوان گره تقاطع برای به iاگر گره 

𝑘2 و کامیون 𝑘1  صورت  باشد برابر با یک و در غیر این

 صفر است.
1 2ik kw

 

 iقبل از بازدید گره  𝑘2 موجودی موتورسیکلت
2ikf

 
 iقبل از بازدید گره  𝑘1موجودی کامیون 

1ikg
 

 iبه گره 𝑘1 زمان تجمعی رسیدن کامیون 
1ika

 



 24                                                                                                ک   ه چ   اوگا  مسی یاب  وسیله  قلیه  غ یه مسأ ها گ ریتم آزادساز  لاگ ا   ب ا  حل : یانبهنامو  صالحی سربیژن

 iبه گره 𝑘2 زمان تجمعی رسیدن موتورسیکلت 
2ikb 

 

، j)گره تقاطع( به گره  iمقدار باری که درحرکت از گره 

 کند.بارگیری می 𝑘1از کامیون  𝑘2موتورسیکلت 
 

wyf𝑖𝑗𝑘1𝑘2
= 𝑓𝑗𝑘2

∗ 𝑤𝑖𝑘1𝑘2
∗ 𝑦𝑖𝑗𝑘2

 

 چندناوگانیمسیریابی وسیله نقلیه  مسأله مدل ریاضی .3-3

مطابق با تحقیق  شده دادهتوسعه  چندناوگانیFVRP سازی مدل بهینه

 زیر است: شرحبه[، 1]

min ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗
𝑐

𝑗∈𝑁:𝑖≠𝑗𝑖∈𝑁

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘1

𝑘1∈𝐾1

+ ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗
𝑚

𝑗∈𝑁:𝑖≠𝑗𝑖∈𝑁

∑ 𝑦𝑖𝑗𝑘2

𝑘2∈𝐾2

+ ∑ ∑ 𝑓𝑘1

𝑐 𝑥𝑜𝑗𝑘1

𝑘1∈𝐾1𝑗∈𝐼

+ ∑ ∑ 𝑓𝑘2

𝑚𝑦𝑜𝑗𝑘2

𝑘2∈𝐾2𝑗∈𝐼

 

(1)  

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘1

𝑗∈𝐼:𝑗≠𝑖

≤ 1                        ∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑖 ∈ 𝑁 (2)  

∑ 𝑥𝑜𝑗𝑘1

𝑗∈𝐼

≤ 1                            ∀𝑘1 ∈ 𝐾1 (3)  

∑ 𝑥𝑖𝑙𝑘1

𝑖∈𝑁:𝑖≠𝑙

= ∑ 𝑥𝑙𝑗𝑘1

𝑗∈𝑁:𝑙≠𝑗

    ∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑙 ∈ 𝑁 (4)  

∑ 𝑦𝑖𝑗𝑘2

𝑗∈𝐼:𝑗≠𝑖

≤ 1                        ∀𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁 (5)  

∑ 𝑦𝑜𝑗𝑘2

𝑗∈𝐼

≤ 1                             ∀𝑘2 ∈ 𝐾2 (6)  

∑ 𝑦𝑖𝑙𝑘2

𝑖∈𝑁:𝑖≠𝑙

= ∑ 𝑦𝑙𝑗𝑘2

𝑗∈𝑁:𝑙≠𝑗

    ∀𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑙 ∈ 𝑁 (7)  

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘1

𝑖∈𝑁:𝑗≠𝑖

≥ ∑ 𝑤𝑗𝑘1𝑘2

𝑘2∈𝐾2

    ∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑗 ∈ 𝐼 (8)  

∑ 𝑦𝑖𝑗𝑘2

𝑖∈𝑁:𝑗≠𝑖

≥ ∑ 𝑤𝑗𝑘1𝑘2

𝑘1∈𝐾1

    ∀𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑗 ∈ 𝐼 (9)  

∑ (𝑥𝑖𝑗𝑘1

𝑖∈𝑁:𝑗≠𝑖

+ 𝑦𝑖𝑗𝑘2
) ≤ 1 + 𝑤𝑗𝑘1𝑘2

 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑗 ∈ 𝐼 

(10)  

𝑔𝑖𝑘1
≤ 𝑄𝑘1

𝑐                     ∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑖 ∈ 𝑁 (11)  

𝑔𝑜𝑘1
≥ ∑ ∑ 𝑞𝑗𝑥𝑖𝑗𝑘1

𝑗∈𝑁:𝑖≠𝑗𝑖∈𝑁

+ ∑ ∑ wyf𝑖𝑗𝑘1𝑘2

𝑘2∈𝐾2𝑖,𝑗∈𝑁

 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1 

(12)  

𝑓𝑖𝑘2
≤ 𝑄𝑘2

𝑚                                   ∀𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁 (13)  

 𝑓𝑗𝑘2
≥ 𝑓𝑖𝑘2

− (𝑦𝑖𝑗𝑘2
− ∑ 𝑤𝑖𝑘1𝑘2

𝑘1∈𝐾1

) 𝑞𝑖

− 𝑄𝑘2

𝑚 (1-𝑦𝑖𝑗𝑘2

+ ∑ (𝑤𝑖𝑘1𝑘2
+ 𝑤𝑗𝑘1𝑘2

)

𝑘1∈𝐾1

) 

(14)  

∀𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 

 𝑓𝑗𝑘2
≤ 𝑓𝑖𝑘2

− (𝑦𝑖𝑗𝑘2
− ∑ 𝑤𝑖𝑘1𝑘2

𝑘1∈𝐾1

) 𝑞𝑖

+ 𝑄𝑘2

𝑚 (1-𝑦𝑖𝑗𝑘2

+ ∑ (𝑤𝑖𝑘1𝑘2
+ 𝑤𝑗𝑘1𝑘2

)

𝑘1∈𝐾1

) 

∀𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗    

(15)  

𝑓𝑗𝑘2
≥ 𝑞𝑗𝑦𝑖𝑗𝑘2

− 𝑄𝑘2

𝑚 ∑ 𝑤𝑗𝑘1𝑘2

𝑘1∈𝐾1

 

∀𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 

(16)  

𝑓𝑗𝑘2
≤ 𝑄𝑘2

𝑚 (1 − ∑ 𝑤𝑗𝑘1𝑘2

𝑘1∈𝐾1

) 

∀𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑗 ∈ 𝐼 

(17)  

𝑓𝑖𝑘2
≤ 𝑞𝑖𝑦𝑖𝑜𝑘2

+ 𝑄𝑘2

𝑚 (1 − 𝑦𝑖𝑜𝑘2
) 

∀𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁          
(18)  

∑ ∑ ∑ 𝑞𝑗𝑥𝑖𝑗𝑘1

𝑘1∈𝐾1𝑗∈𝑁:𝑖≠𝑗𝑖∈𝑁

+ ∑ ∑ ∑ 𝑞𝑗𝑦𝑖𝑗𝑘2

𝑘2∈𝐾2𝑗∈𝑁:𝑖≠𝑗𝑖∈𝑁

− ∑ ∑ ∑ 𝑞𝑗𝑤𝑗𝑘1𝑘2

𝑘2∈𝐾2𝑘1∈𝐾1𝑗∈𝑁

= ∑ 𝑞𝑗

𝑗∈𝑁

 

(19)  

∑ 𝑓𝑜𝑘2

𝑘2∈𝐾2

+ ∑ 𝑔𝑜𝑘1

𝑘1∈𝐾1

= ∑ 𝑞𝑗

𝑗∈𝑁

   (20)  

𝑔𝑗𝑘1
≥ 𝑔𝑖𝑘1

− 𝑥𝑖𝑗𝑘1
𝑞𝑖 − ∑ ∑ wyf𝑖𝑙𝑘1𝑘2

𝑘2∈𝐾2𝑙∈𝑁

− 𝑀(1 − 𝑥𝑖𝑗𝑘1
) 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 

(21)  

𝑔𝑗𝑘1
≤ 𝑔𝑖𝑘1

− 𝑥𝑖𝑗𝑘1
𝑞𝑖 − ∑ ∑ wyf𝑖𝑙𝑘1𝑘2

𝑘2∈𝐾2𝑙∈𝑁

+ 𝑀(1 − 𝑥𝑖𝑗𝑘1
) 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 

(22)  

𝑔𝑖𝑘1
≤ 𝑥𝑖𝑜𝑘1

𝑞𝑖 + 𝑀(1 − 𝑥𝑖𝑜𝑘1
) 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑖 ≠ 𝑗 
(23)  

(∑ ∑ ∑ (𝑥𝑖𝑗𝑘1
+ 𝑦𝑖𝑗𝑘2

)

𝑘2∈𝐾2𝑘1∈𝐾1𝑖∈𝑁

) ∗ 𝑀 ≥ 𝑞𝑗 

∀𝑗 ∈ 𝐼, 𝑖 ≠ 𝑗 

(24)  

𝑎𝑖𝑘1
≤ 𝑇                                     ∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑖 ∈ 𝑁 (25)  

𝑎𝑗𝑘1
≥ 𝑎𝑖𝑘1

+ 𝑡𝑖𝑗
𝑐 + 𝑠𝑖

𝑐 − 2𝑇(1 − 𝑥𝑖𝑗𝑘1
) 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 
(26)  

𝑏𝑖𝑘2
≤ 𝑇                      ∀𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁 (27)  

𝑏𝑗𝑘2
≥ 𝑏𝑖𝑘2

+ 𝑡𝑖𝑗
𝑚 + 𝑠𝑖

𝑚 + 𝑤𝑖𝑘1𝑘2
(𝑐𝑐 − 𝑠𝑖

𝑚)

− 2𝑇(1 − 𝑦𝑖𝑗𝑘2
) 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 

(28)  
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𝑏𝑗𝑘2
≥ 𝑎𝑗𝑘1

− 2𝑇(1 − 𝑤𝑗𝑘1𝑘2
) 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑗 ∈ 𝐼 
(29)  

𝑎𝑗𝑘1
≥ 𝑏𝑖𝑘2

+ 𝑡𝑖𝑗
𝑐 + 𝑠𝑖

𝑐 − 2𝑇(1 − 𝑥𝑖𝑗𝑘1
)

− 2𝑇(1 − 𝑤𝑖𝑘1𝑘2
) 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 

(30)  

wyf𝑖𝑗𝑘1𝑘2
≥ 𝑓𝑗𝑘2

− 𝑄𝑘1

𝑐 (1 − 𝑤𝑖𝑘1𝑘2
)

− 𝑄𝑘1

𝑐 (1 − 𝑦𝑖𝑗𝑘2
) 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 

(31)  

wyf𝑖𝑗𝑘1𝑘2
≤ 𝑓𝑗𝑘2

+ 𝑄𝑘1

𝑐 (1 − 𝑤𝑖𝑘1𝑘2
)

+ 𝑄𝑘1

𝑐 (1 − 𝑦𝑖𝑗𝑘2
) 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 

(32)  

wyf𝑖𝑗𝑘1𝑘2
≤ 𝑄𝑘2

𝑚 (𝑤𝑖𝑘1𝑘2
) 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 
(33)  

wyf𝑖𝑗𝑘1𝑘2
≤ 𝑄𝑘2

𝑚 (𝑦𝑖𝑗𝑘2
) 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 
(34)  

wyf𝑖𝑗𝑘1𝑘2
≥ 0 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼: 𝑖 ≠ 𝑗 
(35)  

𝑥𝑖𝑗𝑘1
, 𝑦𝑖𝑗𝑘2

, 𝑤𝑖𝑘1𝑘2
∈ {0,1} 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁: 𝑖 ≠ 𝑗 
(36)  

𝑓𝑖𝑘2
, 𝑔𝑖𝑘1

, 𝑎𝑖𝑘1
, 𝑏𝑖𝑘2

≥ 0 

∀𝑘1 ∈ 𝐾1, 𝑘2 ∈ 𝐾2, 𝑖 ∈ 𝑁 
(37)  

و ثابت  یرمتغ هایینهحداقل کردن هز( شامل 1)تابع هدف 

 یرمتغ یهاینهاست. قسمت اول هز هایکلتو موتورس هایونکام

و قسمت سوم  هایکلتموتورس یرمتغ یهاینهقسمت دوم هز ها،یونکام

را شامل  هایکلتو موتورسها یونثابت کام یینههز ترتیببهو چهارم 

ها را یونها و کامن گرهیب ( جریان4تا ) (2) هاییت. محدودشودیم

 یبه گره یادهد که هر گرهینشان م( 2) یت. محدوددهندینشان م

 عبارتداشته باشد. بهتواند یحرکت م یکحداکثر  کامیونهر  یگرد

تنها به ، jباشد حرکتش به سمت گره  iدر گره  𝑘1کامیوناگر  یگرد

دهد که حرکت از ینشان م( 3) یتاست. محدود یرپذها امکانjاز  یکی

 یرپذها امکانjاز  یکیتنها به  jبه سمت گره  𝑘1کامیون  یانبار برا

دهد. شان میها را نگره ینحرکت ب یوستگیپ( 4) یتاست. محدود

را نشان  هایکلتها و موتورسگره ینب جریان (7( تا )5) هاییتمحدود

گره تقاطع  jگره  یکه وقت دهدینشان م (8) یت. محدوددهندیم

 یناز ا یستیبا 𝑘1یون باشد، کام هایکلتاز موتورس یکیبا  𝑘1یونکام

تقاطع  jدهد که اگر گره نشان می( 9) یتگره عبور کند. محدود

 یستیبا 𝑘2یکلت ها باشد، موتورسیوناز کام یکیبا  𝑘2 یکلتموتورس

تقاطع  jدهد اگر گره نشان می( 10) یتگره عبور کند. محدود یناز ا

 یکلتو هم موتورس یونهم کام ،باشد 𝑘2 یکلتو موتورس 𝑘1 کامیون

 یکلتو موتورس یوناگر کام یگرد عبارتگره عبور کنند. به یناز ا یدبا

 یتگره تقاطع است. محدود حتماً jگره ،بروند  jبه  iزمان از گره هم

ها در تمام یونکام یلهوسشده به جابجا باردهد که مقدار نشان می( 11)

نشان ( 12) یتمحدود باشد. یتشانظرف یمساو یاتر مک یستیها باگره

 یستیکند بایم یریاز انبار بارگ 𝑘1یون که کامباری مقدار  دهد کهمی

که به  یکنند و مقدار باریرسانی مکه خدمت ییهاگره یاز تقاضا

دهد نشان می( 13) یتدهد بزرگتر باشد. محدودها میموتورسیکلت

 یکوچکتر مساو یدبا اهگره یها در همهیکلتموتورس یکه موجود

مشخص کردن  یبرا( 15) و( 14) یهایتباشد. محدود یتشانظرف

تقاطع  iکه گره  یها در هر گره به شرطیکلتموتورس یمقدار موجود

گره از  ینا یتقاطع باشد تقاضا iاگر گره زیرا دهد. نباشد را نشان می

 jدهد اگر گره نشان می (16) یتگردد. محدودیم ینتأم هایونکام

یت ر باشد. محدودتگره بیش یاز تقاضا شیتظرف یستینباشد با عتقاط

از  یکیبا  𝑘2 یکلتتقاطع موتورس jدهد اگر گره نشان می (17)

 jاگر گره  یگرد عبارتصفر باشد. به یدگره با یها باشد، موجودیونکام

 یکلتموتورس یموجود یجهدرنت ،تقاطع نباشد 𝑘2 یکلتموتورس یبرا

نشان  (18) یتتر باشد. محدودمموتور ک ظرفیتاز  یدبا jقبل از گره 

 iدر گره  یکلتموتورس یموجود ،باشد ییدهد که اگر انبار گره نهامی

 یباشد.تا بار iگره  یتقاضا یتر مساوککوچ یدبه انبار با یدنقبل از رس

ها که کامیون دهدنشان می (19) یتبه انبار برگشت داده نشود. محدود

تقاضای مشتریان را برآورده کنند.  ها بایستی تمامیکلتموتورسو 

ها و هم یکلتازآنجاکه هم موتورسدهد این محدودیت نشان می درواقع

ها تقاطع یمقدار تقاضا یستیکنند باها از نقاط تقاطع عبور میمیونکا

ها ها از آنیکلتها و موتورسیونکه کام ییهاگره یرا از مقدار تقاضا

های تقاطع دو بار حساب )زیرا تقاضای گره عبور کردند را کم کرد

ها و یونکام یدهد جمع موجودنشان می (20یت )محدود .شود(می

. شدها باگره یاندازه تقاضابه یستیدر انبار با هایکلتموتورس

 یمشخص کردن مقدار موجود یبرا (22)و ( 21) یهایتمحدود

د. ندهرا نشان می تقاطع باشد iکه گره  یشرطها در هر گره بهیونکام

هر  یانبار باشد موجود jدهد که اگر گره نشان می( 23) یتمحدود

 یتقاضا یمساو ترکوچک یدبه انبار با یدنقبل از رس iدر گره  یونکام

نشان  (24) یتبه انبار برگشت داده نشود. محدود باریباشد.تا  iگره 

 یلهوسبه یاخودرو  یلهوسبه یا دکه تقاضا دارن ییهادهد که گرهمی

 یددهد بازدنشان می (25یت )شوند. محدودیم یدبازد یکلتموتورس

 عبارتانجام شود. به یفتقبل از زمان ش یونکام یلهوسها بهتمام گره

انجام شود.  یفتقبل از زمان ش iبه گره  𝑘1 یونکام یدنزمان رس یگرد

برابر  j رهگ به یونکام یدندهد که زمان رسنشان می (26) یتمحدود

 iدر گره  یرساناضافه زمان خدمتبه iآن به گره  یدناست بازمان رس

 یددهد بازدنشان می (27) یت. محدودjو  iگره  ینو زمان حرکت ب

انجام  یفتقبل از زمان ش یستیبا یکلتموتورس یلهوسها بهتمام گره

قبل از  iبه گره  𝑘2 یکلتموتورس یدنزمان رس یگرد عبارتشود. به

دهد که زمان نشان می (28) یتانجام شود. محدود شیفتزمان 

 iآن به گره  یدنبرابر است بازمان رس jبه گره  یکلتموتورس یدنرس

. jو  iگره  ینو زمان حرکت ب iرسانی در گره اضافه زمان خدمتبه

رسانی زمان جای زمان خدمتتقاطع باشد به iکه گره یدرصورت

 یتمحدودشود. یله کامیون جایگزین میوسبهی موتورسیکلت بارگذار

 یونکام یدنزمان رس ،تقاطع باشد jدهد اگر گره نشان می (29)

 (30) یتمحدوددر زمان باشد. هم یا یکلتقبل از موتورس یستیبا

دهد که نشان می یتمحدود ینتقاطع باشد، ا iگره  کهیدرصورت

را ترک  iگره  بار یلو بعد از تحو یکلتموتورس یدنبعد از رس یونکام

 یرمتغ سازییخط یبرا (35)تا ( 31) یهایت. محدودکندمی
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𝑤𝑦𝑓𝑖𝑗𝑘1𝑘2 یحدودهم( 37)و ( 36ی )هایتاند. محدودشدهاستفاده 

 FVRPپیچیدگی محاسباتی مدل  دهند.یرا نشان م یمتصم یرهایمتغ

آمده است.  (2)ها در جدول برحسب متغیرها و محدودیت چندناوگانی

ها و تعداد مشتریان، تعداد کامیون ترتیببه 𝑘2و  N ،𝑘1در این جدول 

 ها هستند. موتورسیکلت

 
مسیریابی وسیله نقلیه  مسأله. اندازه پیچیدگی مدل (2)جدول 

 چندناوگانیکننده تغذیه

 مقدار عامل

متغیرهای صفر و 

 یک

(𝐾1 + 𝐾2)𝑁2 + (𝐾1𝐾2)𝑁(𝐾1 +
𝐾2)𝑁2 + (𝐾1𝐾2)𝑁 (𝐾1 + 𝐾2)𝑁2 +

(𝐾1𝐾2)𝑁 (𝐾1 + 𝐾2)𝑁2 + (𝐾1𝐾2)𝑁 
متغیرهای 

 پیوسته
2(𝐾2 + 𝐾1)𝑁 + 𝐾1𝐾2(𝑁2 − 𝑁) 

 هامحدودیت

(𝐾1 + 𝐾2)(3𝑁2 + 3𝑁) + 6𝐾1𝐾2(𝑁2

− 𝑁) + 𝑁 − 1(𝐾1

+ 𝐾2)(3𝑁2 + 3𝑁)
+ 6𝐾1𝐾2(𝑁2 − 𝑁)
+ 𝑁 − 1(𝐾1

+ 𝐾2)(3𝑁2 + 3𝑁)
+ 6𝐾1𝐾2(𝑁2 − 𝑁)
+ 𝑁 − 1 

 

  الگوریتم آزادسازی لاگرانژ. 4
 کنندهها و متغیرهای پیچیده، محدودیتمسألهبه شرایط  باتوجه

را پیدا  مسألهبرای حل موردنظر روش دقیق  هایروشتوان از بین می

 یهدقیقی که کاربرد زیادی داشتند، روش تجزهای روشکرد. از بین 

دارد.  کننده سروکاربا مسائلی با محدودیت پیچیده 1ولف -یگدانتز

شود که دارای متغیر کار گرفته میهروی مسائلی ب 2بندرز روش تجزیه

مسائلی کاربرد دارد که  برایتولید ستون روش د، نکننده باشپیچیده

الگوریتم  ها باشد وتعداد متغیرها بسیار بیشتر از تعداد محدودیت

ها رسیدن به جواب بهینه را آزادسازی برخی محدودیتلاگرانژ با 

ی لاگرانژ باعث آزادسازعملکرد خوب الگوریتم . [13] بخشدتسهیل می

ریزی های مختلف برنامهشده است که بسیاری از محققان در زمینه

طراحی  همسأل. برای مثال [14]تفاده کنند عدد صحیح مختلط از آن اس

، [16] 4سبز مسیریابی تولید چندمحصولی مسأله، [15] 3شبکه هاب

، مسیریابی وسیله نقلیه [17] 5یابی چندسطحیمکانموجودی  مسأله

ی لاگرانژ در حل آزادسازکه الگوریتم ییازآنجاتوان نام برد. می [18]

بندی جریان کارگاهی ، زمان[20, 19] تأمینزنجیرهمسائل پیچیده 

, 16]یابی و مسیر [21]ی ناهمسان اکارخانهی چند هادر شبکهمنعطف 

است.  شده استفادهموفق بوده است، از این الگوریتم در این مطالعه  [22

 چندناوگانی FVRP مسألهدر شده  به اینکه مدل ارائه باتوجه همچنین

 باتوجهکننده و پیچیده هم متغیر ،کنندههم دارای محدودیت پیچیده

ها ازنظر تعداد تعادل و توازن وجود به اینکه بین متغیرها و محدودیت

از الگوریتم آزادسازی لاگرانژ برای رسیدن به جواب بهینه بهره  دارد،

های قدرتمند روش آزادسازی لاگرانژ یکی از روشاست.  شده گرفته

هوم برای حل مسائل عدد صحیح و یا عدد صحیح آمیخته است. مف

اصلی در روش آزادسازی لاگرانژ، شناسایی و آزادسازی مجموعه 

اند. فزایش دادها هایی است که پیچیدگی محاسباتی مدل رامحدودیت

ها با افزودن مقداری جریمه براساس میزان بدین منظور، این محدودیت

شوند. بنابراین رویکرد تابع هدف، اضافه می تخطی از هر محدودیت، به

های ت کاهش این تخطی پیش خواهد رفت. محدودیتسمحل به

لاگرانژ، حد  کنند. در روش آزادسازیآزادشده یک حد پایین فراهم می

  .[23] یابندروزرسانی ضرایب لاگرانژ، بهبود میپایین و بالا از طریق به

 الگوریتم آزادسازی لاگرانژ سازیپیاده .4-1

های مربوط ی محدودیتآزادسازبا  چندناوگانی FVRPدر مدل ریاضی 

و  (17های )((، موتورسیکلت )رابطه12)به موجودی کامیون )رابطه 

مثبت لاگرانژ  با ضرایب ترتیببه(( 18)
1ku،

2jku  و
2iku های به رابطه

( 41شکل رابطه )( به1( تبدیل و تابع هدف رابطه )40و ) (39(، )38)

 مانند.ها بدون تغییر باقی میمحدودیتگردند. دیگر بازنویسی می

 

(38) ∑ 𝑢𝑘1

𝑘1∈𝐾1

. (∑ ∑ 𝑞𝑗𝑥𝑖𝑗𝑘1

𝑗∈𝑁:𝑖≠𝑗𝑖∈𝑁

+ ∑ ∑ wyf𝑖𝑗𝑘1𝑘2
− 𝑔𝑜𝑘1

)

𝑘2∈𝐾2𝑖,𝑗∈𝑁

 

(39) ∑ ∑ 𝑢𝑗𝑘2

𝑘2∈𝐾2𝑗∈𝐼

. (𝑓𝑗𝑘2
− 𝑄𝑘2

𝑚 (1 − ∑ 𝑤𝑗𝑘1𝑘2

𝑘1∈𝐾1

)) 

(40) ∑ ∑ 𝑢𝑖𝑘2
. (𝑓𝑖𝑘2

− 𝑞𝑖𝑦𝑖𝑜𝑘2
− 𝑄𝑘2

𝑚 (1 − 𝑦𝑖𝑜𝑘2
))

𝑘2∈𝐾2𝑖∈𝑁

 

(41) 

𝑚𝑖𝑛 ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗
𝑐

𝑗∈𝑁:𝑖≠𝑗𝑖∈𝑁

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘1
+

𝑘1∈𝐾1

∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗
𝑚

𝑗∈𝑁:𝑖≠𝑗𝑖∈𝑁

∑ 𝑦𝑖𝑗𝑘2

𝑘2∈𝐾2

+ ∑ ∑ 𝑓𝑘1

𝑐 𝑥𝑜𝑗𝑘1
+

𝑘1∈𝐾1𝑗∈𝐼

∑ ∑ 𝑓𝑘2

𝑚𝑦𝑜𝑗𝑘2

𝑘2∈𝐾2𝑗∈𝐼

 

+ ∑ 𝑢𝑘1

𝑘1∈𝐾1

. (∑ ∑ 𝑞𝑗𝑥𝑖𝑗𝑘1

𝑗∈𝑁:𝑖≠𝑗𝑖∈𝑁

+ ∑ ∑ wyf𝑖𝑗𝑘1𝑘2
− 𝑔𝑜𝑘1

)

𝑘2∈𝐾2𝑖,𝑗∈𝑁

 

+ ∑ ∑ 𝑢𝑗𝑘2

𝑘2∈𝐾2𝑗∈𝐼

. (𝑓𝑗𝑘2
− 𝑄𝑘2

𝑚 (1 − ∑ 𝑤𝑗𝑘1𝑘2

𝑘1∈𝐾1

)) + ∑ ∑ 𝑢𝑖𝑘2
. (𝑓𝑖𝑘2

− 𝑞𝑖𝑦𝑖𝑜𝑘2
− 𝑄𝑘2

𝑚 (1 − 𝑦𝑖𝑜𝑘2
))

𝑘2∈𝐾2𝑖∈𝑁

 

 

1. Dantzig-Wolfe Decomposition 

2. Benders decomposition 

3. Hub network design problem 

4. Green multi-product production routing problem 

5. Multi-level location-inventory problem 
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ی لاگرانژ یافتن ضرایب آزادسازیکی از موارد مهم در الگوریتم 

 1یانگراد یرزسازی . در این راستا الگوریتم بهینهاستلاگرانژ بهینه 

(SOیکی از روش ) های رایجی است که بهترین ضرایب لاگرانژ را با

ی مسألهکند. در این الگوریتم استفاده از یک روش تکراری پیدا می

اصلی تعیین اندازه گام تا اطمینان حاصل شود که الگوریتم به جواب 

برای  SO. مراحل اجرای الگوریتم [16, 15] استشود، بهینه همگرا می

 شود:زیر بیان می شرحبهی حاضر سألهم

 

 ( برای آزادسازی18( و )17) (،12های )تعیین محدودیت: 1گام 

برابر  θتعیین مقدار اولیه ضرایب لاگرانژ برابر با صفر و مقدار : 2گام 

 1/0با 

به تابع هدف با استفاده از  آزادشدههای انتقال محدودیت: 3گام 

 ضرایب لاگرانژ

 مسألهبه  باتوجه( UBمحاسبه یک کران بالای اولیه شدنی ) :4گام 

 اصلی

 (∞-=*LBرین مقدار )تقرار دادن مقدار کران پایین به کم :5گام 

 LBو محاسبه مقادیر بهینه مسیرها و  شده آزاد مسألهحل  :6گام 

 LB*=LBآنگاه  *LB>LBاگر  :7گام 

ی مقادیر ضرایب لاگرانژ: در تکرارهای مختلف روزرسانبه :8ام گ

 شوند.روزسانی ضرایب لاگرانژ تکرار میچهار مرحله زیر برای به
دست ههای آزاد شده و بمحاسبه میزان نقض محدودیت :1-8 زیرگام

 هاآوردن مجموع مربعات نقض محدودیت

(42)  

gamma1𝑘1
= ∑ ∑ 𝑞𝑗𝑥𝑖𝑗𝑘1

𝑗∈𝑁:𝑖≠𝑗𝑖∈𝑁

+ ∑ ∑ wyf𝑖𝑗𝑘1𝑘2

𝑘2∈𝐾2𝑖,𝑗∈𝑁

− 𝑔𝑜𝑘1
 

(43)  gamma2𝑗𝑘2
= 𝑓𝑗𝑘2

− 𝑄𝑘2

𝑚 (1 − ∑ 𝑤𝑗𝑘1𝑘2

𝑘1∈𝐾1

) 

(44)  
gamma3𝑖𝑘2

= 𝑓𝑖𝑘2
− 𝑞𝑖𝑦𝑖𝑜𝑘2

+ 𝑄𝑘2

𝑚 (1

− 𝑦𝑖𝑜𝑘2
) 

(45)  

norm = ∑ (gamma1𝑘1
)

𝑘1∈𝐾1

2

+ ∑ ∑ (gamma2𝑗𝑘2
)2

𝑘2∈𝐾2𝑗∈𝐼

+ ∑ ∑ (gamma3𝑖𝑘2
)2

𝑘2∈𝐾2𝑖∈𝑁

 

 محاسبه طول گام :2-8مرحله 

(46)  stepsize =𝜃. (
𝑈𝐵 − 𝐿𝐵∗

norm
) 

 ی ضرایب لاگرانژروزرسانبه :3-8مرحله 

(47)  
uprevious1𝑘1

=u𝑘1
, 𝑢𝑘1

 

        =max(0,u𝑘1
+stepsize*gamma1𝑘1

) 

 

1  . Sub-gradient optimization 

(48)  
uprevious2𝑗𝑘2

=u𝑗𝑘2
, 𝑢𝑗𝑘2

 

      =max(0,u𝑗𝑘2
+stepsize*gamma2𝑗𝑘2

) 

(49)  
uprevious3𝑖𝑘2

=u𝑖𝑘2
, 𝑢𝑖𝑘2

 

     =max(0,u𝑖𝑘2
+stepsize*gamma3𝑖𝑘2

) 

 همگرایی :4-8مرحله 

(50)  

𝛥𝑢

= 𝑚𝑎𝑥( |uprevious1𝑘1
− 𝑢𝑘1

|)

+ 𝑚𝑎𝑥( |uprevious2𝑗𝑘2
-u𝑗𝑘2

|)

+ 𝑚𝑎𝑥( |uprevious3𝑖𝑘2
-u𝑖𝑘2

|) 

∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝐼, 𝑘2 ∈ 𝐾2 

متوالی در مقدار بهترین اگر پس از تعدادی مشخص تکرار  :9گام 

 و بازگشت به گام ششم /2=آنگاه  کران پایین بهبودی ایجاد نشد

 شوند.های اولیه گزارش میکران: 10گام 

 

 نتایج عددی. 5

های آزمون و مقایسه نتایج عددی حاصل این بخش به نحوه تولید نمونه

های مختلف برای نمونه چندناوگانی FVRPهای مختلف  مسألهاز حل 

زیرگرادیان و  سازیلاگرانژ با رویکرد بهینه سازیتوسط الگوریتم آزاد

اعتبارسنجی نتایج با استفاده از مقایسه نتایج مدل اصلی و مدل آزاد 

اند صورت گرفته است. با این هدف از گمز حل شده افزارنرمشده که با 

 کننده سیپلکس استفاده شده است. گمز و حل افزارنرم 25. 2ورژن 

 های آزمونتولید نمونه. 5-1

های مدل سازی لاگرانژ با خروجیبرای مقایسه نتایج الگوریتم آزاد

، در C01شوند. گروه اول اصلی دو گروه نمونه برای آزمون تولید می

اند. گروه شده یعتوزا در دو خوشه جداگانه ههای گرهحلاین گروه م

، (2)اند. شکل شده یعتوزتصادفی  شکلبهها های گره، محلC02دوم 

گروه داده را نشان داده که در  از این دو هرکدامگره برای  20توزیع 

ی هزینه است. شده گرفته درنظرانبار  عنوانبه رنگ قرمزاین شکل گره 

است. کامیون  شده محاسبه هاگرهفاصله بین  برحسببین  هاگرهبین 

هزینه  عنوانبهبرابر واحد مسافت  4/0و  85/0 ترتیببهو موتورسیکلت 

برای کامیون  هاگرهمحاسبه و همچنین زمان طی کردن بین  هاگرهبین 

 گرفته درنظربرابر این فاصله  1و  2گرد شده  ترتیببه کلتیموتورسو 

 هاکلتیموتورسواحد و  4 هاونیکاماست. هزینه ثابت استفاده از  شده

است. زمان بارگذاری مجدد بر روی  شده گرفته درنظرواحد پولی  2

ی به مشتریان رسانخدمتموتورسیکلت در نقاط تقاطع، همچنین زمان 

 شده محاسبهدقیقه  13برای کامیون و موتورسیکلت برابر با  هاگرهدر 

ی مشتریان همهدقیقه و به  350است. زمان شیفت کاری برابر با 

 400 هاونیکامی گردد. ظرفیت رسانخدمتبایستی در طول این زمان 

 اند. گرفته شده درنظرواحد  50 هاکلتیموتورسواحد و 

ی لاگرانژ و زادسازآی عملکرد الگوریتم مقایسه. 5-2

 مدل اصلیهای خروجی

 مسألهاعتبارسنجی و تحلیل نتایج عددی  منظوربهبخش در این 

FVRP های سازی لاگرانژ و خروجیحاصل از الگوریتم آزاد چندناوگانی
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های شود. نمونهگره استفاده می 20تا  8های با مدل اصلی برای نمونه

تا  5 ینب یبا تقاضا هایگرهاند: )الف( شده آماده دو شکلآزمون به 

25 (a)  )واحد 15 یبا تقاضا هایگرهو )ب (b). تابع هدف،  مقادیر

و  سازی لاگرانژالگوریتم آزاد ینگی حاصل از حلزمان حل و شکاف به

مقدار شکاف  .اندشدهگزارش (3)های مدل اصلی در جدول خروجی

 آید.می دست( به51ی )بهینگی از رابطه

(51) 𝐷𝐺 =
𝐹𝑆 − 𝐿𝐵

𝐿𝐵
× 100 

مقدار تابع هدف  FSبهینگی و  شکاف DG که در این رابطه

که الگوریتم ییازآنجاباشد. های مدل اصلی میاز خروجی آمدهدستبه

دهد خروجی این الگوریتم آزادسازی لاگرانژ یک کران پایین ارائه می

از  آمده دستبه. نتایج [16] شودگرفته می درنظرکران پایین  عنوانبه

ی آزادسازنشان از شکاف بهینگی حداقلی بین الگوریتم ( 3)جدول 

گردد، طور که مشاهده میدهد. همانلاگرانژ و مدل اصلی را نشان می

گره به  17های بیشتر از های مدل اصلی در نمونهخروجی برخلاف

های سازی لاگرانژ در زمانجواب بهینه نرسیده است، الگوریتم آزاد

جدول به  باتوجههای مدل اصلی به جواب رسیده است. کمتر از خروجی

های مدل اصلی خروجیدر  مسأله، زمان حل مسألهبا افزایش ابعاد  ،(3)

در حالت استفاده از الگوریتم  کهیدرحال .ه استافزایش زیادی یافت

دهنده کارایی الگوریتم بوده و نشان آزادسازی لاگرانژ، این زمان کوتاه

 عنوانبه شده در این پژوهش است. آزادسازی لاگرانژ در حل مدل ارائه

ی لاگرانژ برخی آزادسازآنکه در الگوریتم  دلیلبهیک مزیت، 

، این روش توانسته یک کران بسیار مطلوب اندشده آزادها محدودیت

روند تغییر  (3)شکل  بیابد. چندناوگانیFVRP  مسألهبرای مدل 

تکرار  100گره در  9برای مثال نمونه با  uو  طول گام پارامترهای

ی لاگرانژ را آزادسازدهد. این شکل روند مناسب الگوریتم را نشان می

مقایسه میزان تابع هدف حاصل از نمودار  ،(4)شکل  دهد.نشان می

دهد. را نشان میهای مدل اصلی ی لاگرانژ و خروجیآزادساز حل روش

از  شده بین مقادیر هدف حاصل، میزان اختلاف (4) شکلبه باتوجه

زمان نمودار  ،(5)شکل حل مسائل نمونه مختلف بسیار ناچیز است. 

ی آزادساز روشبا استفاده از  چندناوگانی FVRPی مسألهحل مدل 

به نمودار  باتوجه. دهدرا نشان میهای مدل اصلی لاگرانژ و خروجی

جویی زمانی حاصل از حل مدل با الگوریتم توان فهمید که صرفهمی

توجه بوده و درنتیجه الگوریتم آزادسازی لاگرانژ لاگرانژ قابل آزادسازی

  .برای حل مدل کارا است
 

 
 (C01)ها اولین گروه از نمونه -الف

 
 (C02)ها دومین گروه از نمونه -ب

 گره 20توزیع مشتریان برای نمونه با  .(2)شکل 

 

 و مطالعات آتی گیری. نتیجه6

مستقیمی که در قیمت، دسترسی، کیفیت  یرعلت تأثبهونقل کالا حمل

های توزیع کلیدی در شبکه گذارد، دارای نقشو موجودی محصول می

سازی مسائل بهینه ترینیجیکی از را VRP مسأله. در این میان است

و پیچیدگی حل آن از  دلیل اهمیت کاربردیاست که به اتیترکیبی

در فرآیند توزیع  .محبوبیت فراوانی بین محققان برخوردار است

که تقاضای ، درحالتیVRP یککلاسشهری در مسأله  ونقلحمل

مشتریان کمی بیش از ظرفیت یک وسیله نقلیه باشد، بایستی از وسیله 

گردد. برخلاف ها مییش هزینهنقلیه دیگر استفاده نمود که باعث افزا

VRP در مسأله ،FVRPی استفاده از وسیله نقلیه دیگر، جابهتوان ، می

هزینه  معمولاًاز وسایل نقلیه کوچک با ظرفیت کم استفاده نمود که 

تر و مک مراتببهیک وسیله نقلیه کوچک از یک وسیله نقلیه بزرگ 

ی نقلیه یلهوسدر این حالت  ؛ کهدنبال داردیی در هزینه را بهجوصرفه

رو در این مطالعه مسأله کننده را دارد. ازاینبزرگتر نقش تغذیه

کننده چندناوگانی با حداقل دو کامیون و مسیریابی وسیله نقلیه تغذیه

برای حداقل کردن  MILPدو موتورسیکلت بررسی گردید. مدل ریاضی 

توانند در ها میکلتکه موتورسیهای ثابت و متغیر سفر درحالتیهزینه

برای بارگیری مجدد ملاقات کنند  هاکامیوننام تقاطع با نقاطی به

ارائه شده  یاضیمدل ر یبالا یچیدگیدلیل پبه ینهمچنمطالعه گردید. 

با لاگرانژ  یآزادساز یتمزمان حل مدل در ابعاد بالا، الگور کاهش و

ندناوگانی توسعه چ FVRPزیر گرادیان برای مسأله  سازیرویکرد بهینه

با جویی زمانی حاصل از حل مدل صرفهنتایج نشان داد که  داده شد.

توجه بوده و درنتیجه الگوریتم لاگرانژ قابل الگوریتم آزادسازی

نوع جدیدی از انواع  FVRP. آزادسازی لاگرانژ برای حل مدل کارا است

VRP  همچنینشهری کاربرد زیادی دارد.  ونقلحملاست که در 

به جدید بودن مسأله و کاربردی بودن آن در دنیای واقعی،  باتوجه

های های متعددی را در رابطه با تعریف مسأله و روشتوان توسعهمی

سازی مسأله مسیریابی وسیله نقلیه توسعه مدلحل پیشنهاد کرد. 

محیطی و اجتماعی، های زیستگرفتن جنبه درنظرکننده، مانند تغذیه

.. . های زمانی در مسأله وگرفتن پنجره درنظرچند انباره کردن، 

رویکردهای ابتکاری و دقیق حل بر گرفتن  درنظرگردد. پیشنهاد می

ای نمونه عنوانبهپایه تجزیه مانند تجزیه بندرز و روش شاخه و قیمت 
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های مگردد. همچنین الگوریتدیگر برای مطالعات آتی پیشنهاد می

بر جمعیت مانند کلونی زنبورهای مصنوعی، کرم های مبتنییفراابتکار

های فراابتکاری با ترکیب الگوریتم، رویکردهای بهینه استوار و تابشب

 گردد. پیشنهاد می opt ،3-opt-2های جستجوی محلی مانند تکنیک
 

 ی لاگرانژآزادساز. نتایج عددی الگوریتم (3)جدول 

 تعداد مشتری مسأله گروه
)گمز( یمدل اصل  لاگرانژ سازیالگوریتم آزاد 

 شکاف بهینگی %
 زمان هزینه زمان هزینه

C01-a 

1 8 79/25  80/37  79/25  27/27  00/0  

2 9 35/38  97/133  35/38  73/60  00/0  

3 10 72/39  59/220  72/39  74/185  00/0  

4 11 37/45  94/227  37/45  25/244  00/0  

5 12 64/57  22/4859  64/57  96/1612  00/0  

6 13 13/59  03/8491  79/58  63/1970  58/0  

7 14 63/61  59/13008  31/60  36/2259  19/2  

8 15 19/62  69/24514  71/61  53/12351  78/0  

9 16 27/78  20/27133  25/78  06/14670  03/0  

10 17 88/54* 50000 84/87  69/20618  80/0  

11 18 91/41* 50000 46/89  84/21734  18/2  

12 19 93/59* 50000 39/91  13/2722  41/2  

13 20 97/47* 50000 80/96  75/30530  69/0  

C01-b 

14 8 91/25  12/27  89/25  55/15  08/0  

15 9 84/38  60/44  84/38  51/20  00/0  

16 10 31/40  79/357  31/40  86/151  00/0  

17 11 42/46  59/581  42/46  53/166  00/0  

18 12 51/58  92/755  51/58  61/381  00/0  

19 13 44/59  80/2150  44/59  91/1424  00/0  

20 14 85/61  73/5105  84/61  30/2581  02/0  

21 15 54/64  81/17627  54/64  89/3782  00/0  

22 16 56/89  24/27033  77/82  45/4593  20/8  

23 17 92/24* 50000 34/88  39/8907  41/4  

24 18 93/09* 50000 26/89  36/12222  29/4  

25 19 94/71* 50000 54/90  91/15454  61/4  

26 20 97/84* 50000 93/94  39/17625  07/3  

C02-a 

27 8 82/87  21/4  59/87  70/3  26/0  

28 9 84/87  95/9  84/87  45/5  00/0  

29 10 42/91  77/33  42/91  69/18  00/0  

30 11 14/96  94/43  14/96  89/30  00/0  

31 12 11/114  62/1542  11/114  13/483  00/0  

32 13 56/117  20/5395  56/117  95/3678  00/0  

33 14 68/122  22/11856  89/119  41/4488  33/2  

34 15 15/123  984/20201  20/121  14/5943  61/1  

35 16 86/129  35/28604  28/129  30/6501  45/0  

36 17 141/06* 50000 23/139  33/9620  31/1  

37 18 141/92* 50000 55/138  23/14031  43/2  

38 19 145/97* 50000 28/142  30/16970  59/2  

39 20 153/83* 50000 15/152  58/18551  10/1  

C02-b 

40 8 59/89  97/2  45/89  49/3  16/0  

41 9 47/90  01/17  47/90  77/9  00/0  

42 10 63/106  47/210  63/106  59/25  00/0  

43 11 88/115  89/572  88/115  91/173  00/0  

44 12 07/120  13/4463  07/120  08/842  00/0  

45 13 99/119  78/4772  99/119  02/968  00/0  

46 14 45/131  94/4149  45/131  36/1062  00/0  

47 15 75/133  28/18751  91/131  58/1036  39/1  

48 16 29/140  34/27711  49/136  98/4713  78/2  

49 17 149/43* 50000 19/147  86/5383  52/1  

50 18 145/95* 50000 99/143  99/13964  36/1  

51 19 157/52* 50000 74/155  70/17910  14/1  

52 20 165/02* 50000 70/164  19944 19/0  

 .اندشده گزارشثانیه  50000ها در * بهترین حل
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 ی لاگرانژآزادسازدر الگوریتم  uتغییرات  -الف

 
 ی لاگرانژآزادسازتغییرات طول گام در الگوریتم  -ب

 تغییرات پارامترهای الگوریتم آزادسازی لاگرانژ در مثال نمونه .(3)شکل 

 

 
 یمدل اصل هاییخروجی لاگرانژ و آزادسازنمودار مقایسه تابع هدف حل الگوریتم  .(4)شکل 

 

 
 یمدل اصل هاییخروجی لاگرانژ و آزادسازحل الگوریتم نمودار مقایسه زمان . (5)شکل 
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 Receiving fast, flexible, reliable and low-cost delivery services by 

customers is one of the important challenges for the distribution of goods, 

especially in urban areas. After that, with the increase in demand and as a 

result, the increase in vehicles for the purpose of goods' transportation, it 

causes congestion in urban transportation networks. Therefore, in this study, 

the multi-fleet feeder vehicle routing problem is investigated in a situation 

where several trucks and motorcycles cooperate with each other to satisfy the 

demand at the same time. The feeding vehicle routing problem consists of a 

heterogeneous fleet of vehicles, including trucks and it makes it possible for 

motorcycles to pass in high-traffic areas and distribute urban traffic easily.  In 

fact, the feeder approach in the VRP is to reduce the number of times of 

returning to the main depot for loading and to save the cost and time of tours. 
Here, at first, a mathematical model is presented, then, due to the high 

complexity of the mixed integer programming model and in order to reduce 

the runtime of solving the model in large dimensions, the Lagrangian 

relaxation algorithm with the sub-gradient optimization approach is proposed. 

The results showed that with the increase in the dimensions of the problem, 

the runtime of the proposed algorithm is less compared to the outputs of 

GAMS. Also, the runtime saving resulting from solving the model with the 

Lagrangian relaxation algorithm is significant, and as a result, this algorithm 

is effective for solving the model. 
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