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 اطلاعات مقاله  خلاصه

کارها  زمانهمهای روبه زوال خطی و فرض ورود غیرماشین با فعالیتبندی تکزمان مسألهمقاله  در این

باشد. با مورد بررسی قرار گرفته شده است که هدف حداقل کردن تعداد کارهای دارای دیرکرد می

است. درابتدا یک مدل  NP-hard مسألهیک  موردنظر مسألهگردد که بر ادبیات موضوع ثابت میتکیه

 درنظربا  وکرانهشاخبهینه نیز یک الگوریتم  صورتبه مسألهارائه شده و جهت حل  مسألهریاضی برای 

 وکرانشاخهبررسی عملکرد الگوریتم  منظوربهگرفتن اصول غلبه و حدود پایین پیشنهاد گردیده است. 

پارامترهای مرتبط روی این الگوریتم، نتایج محاسباتی در چهار مرحله ارائه  تأثیرپیشنهادی و همچنین 

بالاست  وکرانشاخهیی الگوریتم اآزمون تحلیل واریانس مشخص گردید که کار براساسشده است. 

فعالیت در مدت زمان قابل قبولی بوده و متوسط درصد  30که قادر به حل اکثر مسائل با ابعاد طوریبه

باشد. همچنین نشان داده شد درصد می 85.61های قطع شده در تمامی مسائل حداقل برابر با کل گره

ها در آن هستند و متوسط زمان حل الگوریتم تر سختتر و نرخ زوال کوچککه مسائل با لاندای بزرگ

ساده بوده و زمان حل  مسألهباشد. ازطرفی اگر موعد تحویل کارها بزرگ یا کوچک باشند نیز بالا می

 به مسائل با موعد تحویل متوسط کمتر است.آن نسبت
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 158مقدمه. 1
برداری کارا از منابع، بندی بهرهکلی هدف در مسائل زمان طوربه

های تحویل با موعد گویی سریع به تقاضا و انطباق دقیق زمانپاسخ

بندی در بسیاری . امروزه مسائل زمان]1[باشد تحویل تعیین شده می

اند. ازجمله نقاط های تولیدی و خدماتی کاربرد وسیعی یافتهاز سیستم

بندی کلاسیک، ثابت بودن زمان پردازش زمانضعف در مسائل 

ها درست است اگرچه این فرض در بعضی از حالت باشدها میفعالیت

های موجود با شرایط واقعی کلی باعث عدم تطابق بین مدل طوربهولی 

ات تأثیر. در بسیاری از موارد عواملی مانند ]2[گردد و عملیاتی می

ازجمله موضوعاتی هستد که در  فراموشی، خستگی، یادگیری و زوال
 

 
 ندوشنعباسعلی جعفری* نویسنده مسئول: 

 a.jafari@meybod.ac.ir؛ پست الکترونیکی: 32322416-035تلفن: 

ها و شرایط واقعی وجود دارند و باعث تغییر در زمان پردازش فعالیت

این عوامل  تأثیر. میزان و نحوه ]3[گردند سازی مییا حتی زمان آماده

ها باعث که برخی از آنطوریبهروی زمان پردازش متفاوت است 

گردد. اثر یادگیری در افزایش و برخی دیگر باعث کاهش زمان می

با گذر  کهطوریبهسرعت اپراتورها و کاهش زمان تولید مشهود است 

ها افزایش یافته که این کاهش زمان و یادگیری اپراتورها، سرعت آن

طرف دیگر، . از]4[همراه خواهد داشت ها را بهزمان پردازش فعالیت

گردد. عواملی مانند خستگی، فراموشی و زوال منجربه افزایش زمان می

شد که فرد توانایی لازم جهت انجام فعالیت را نداشته خستگی باعث می

تواند روی عملکرد فرد و درنتیجه زمان انجام کار باشد که این می
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با  شود که فرد موارد مرتبطگذار باشد. فراموشی نیز باعث میتأثیر

تواند موجب افزایش در زمان یاد نیاورد که این نیز میفعالیت خود را به

توسط محققین  هایی که اخیراً. یکی از حوزه]5[ انجام فعالیت گردد

 های روبهبندی فعالیتزمان مسألهمورد توجه قرار گرفته شده است 

ن زوال فعالیتی است که زمان پردازش آ باشد. فعالیت روبهزوال می

 عبارتبهبندی شده قبلی بستگی دارد. ثابت نبوده و به کارهای زمان

فعالیتی که زودتر  بهنسبتشود دیگر یک فعالیت که دیرتر پردازش می

گیرد نیاز به زمان بیشتری جهت پردازش دارد مورد پردازش قرار می

در صنایع  هایی مانند فرآیند نورد. کاربرد چنین مسائلی در حوزه]6[

های درمانی، مهار کردن کاری، عملکرد رویهد، فرآیند تراشفولا

گردد. نقلیه مشاهده می وسایلو  آلاتسوزی، تعمیر ماشینآتش

مثال در صنایع فولاد هرشمش که زودتر نورد شود تبادل  عنوانبه

گرمای کمتری با محیط داشته و بنابراین مدت زمان نورد آن کمتر 

کاری با انجام فرآیند لات تراشهمچنین ابزارآ .کشدطول می

فرسودگی این ابزارآلات، زمان  دلیلبهشوند. کاری فرسوده میتراش

زمان پردازش قطعات  براساسکاری قطعات بعدی موردنیاز برای تراش

خیر صورت أ. اگر درمان بیماری با ت]7[یابد شده افزایش می کاریتراش

یابد. همچنین اگر مهار آتش گیرد آنگاه دوره درمان بیماری افزایش می

 فرآیندموقع صورت نگیرد وسعت آتش بیشتر شده و مدت زمان به

یا  آلاتقطعه معیوب ماشین هرچهیابد. خاموش کردن آن افزایش می

زوال رفته و مدت زمان  نقلیه دیرتر تعمیر شود، بیشتر روبه وسایل

 بههای روفعالیتدهد که یابد. این مثال نشان میتعمیر آن افزایش می

بندی نت نیز مورد استفاده قرار ریزی و زمانزوال در زمینه برنامه

 .]8[گیرد می

های روبه زوال زمان واقعی پردازش بندی فعالیتدر مسائل زمان

گردد یک تابع زوال محاسبه می براساسسازی کارها و یا زمان آماده

ای و نمایی تقسیم تکهکه این توابع به سه دسته اصلی خطی، خطی

رابطه  براساسi (iJ )شوند. در تابع خطی زمان پردازش واقعی کار می

𝑃𝑖خطی  = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖  به زمان شروع آن کار بستگی دارد که درآن

ia ،ib ،iS  وiP ترتیب مدت زمان پردازش پایه بهiJ نرخ زوال ،iJ زمان ،

. ازآنجاکه ]9[باشد می iJو زمان پردازش واقعی  iJشروع واقعی 

اند محققین در تحقیقات خود بیشتر تابع زوال خطی را بررسی نموده

گردد. باتوجه خطی فرض می صورتبهتحقیق نیز تابع زوال  دراینلذا 

گرفت تابع خطی  درنظرتوان می ibو  iaبه فرضیاتی که برای دو متغیر 

𝑃𝑖تواند به سه صورت می = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖 ،𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖 و 

𝑃𝑖 = 𝑏𝑖𝑆𝑖  زمینه  دراینفرض شود که در ادامه تحقیقات صورت گرفته

 گذاریاز نمادبندی، تر مسائل زمانبیان ساده منظوربهگردد. ارائه می

 دهندهنشان αتفاده شده که در آن سا 𝛼│𝛽│𝛾 صورتبه ]10[گراهام 

تابع  دهندهنشان γو  مسألههای ویژگی دهندهنشان βمحیط ماشین، 

 باشد.می مسألههدف 

تحقیقات مرتبط بررسی و پیشینه پژوهش ارائه  2درادامه در بخش 

همراه ، مفاهیم اصلی مورد استفاده در مقاله بهمسألهگردد. ساختار می

گردد. در تشریح می 3و پیچیدگی آن در بخش  مسألهمدل ریاضی 

همراه اصول به رانوکشاخهشامل یک رویکرد  مسألهروش حل  4بخش 

گردد. نتایج محاسباتی و ارزیابی عملکرد غلبه و حدود پایین ارائه می

مورد بحث قرار خواهد گرفت. بخش  4پیشنهادی در بخش  الگوریتم

گیری و پیشنهادات آتی اختصاص داده شده بندی، نتیجهنیز به جمع 5

 است.

 

 . پیشینه پژوهش2
ماشین با هدف حداقل بندی تکزمان مسأله ]11[چنگ و همکاران 

کردن زمان تکمیل کل کارها را بررسی کردند که زمان پردازش هرکار 

را بررسی  مسألهها درجه پیچیدگی باشد. آنتابعی از زمان شروع آن می

براون و ریزی پویا برای حل آن ارائه نمودند. و یک الگوریتم برنامه

 مسألهند که جواب بهینه در در تحقیق خود ثابت کرد ]12[یچیالی 

1│𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥 توالی ایجاد شده با نرخ  براساس

𝑎𝑖غیرکاهشی  𝑏𝑖⁄ مسأله ]13[لی و همکاران آید. می دستبه 

کارها  زمانهمخطی با فرض ورود غیر روبه زوالهای بندی فعالیتزمان

عملیات را بررسی ماشین با هدف حداقل نمودن دامنه در محیط تک

𝑟𝑖│1نمودند ) , 𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥ها در این تحقیق، یک (. آن

فعالیت را در  28ارائه کردند که مسائل با ابعاد  وکرانشاخهرویکرد 

ها همچنین دراین تحقیق دو نماید. آنمیی حل مدت زمان کوتاه

ای بهترین ارائه و نشان دادند که خط مسألهالگوریتم ابتکاری برای 

 ]14[باشد. جعفری و مصلحی جواب الگوریتم ابتکاری بسیار کم می

𝑃𝑖│1 مسأله = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│∑𝑈𝑖  را مورد بررسی قرار دادند که درآن

ها ثابت کردند نرخ زوال برای تمام کارها یکسان فرض شده است. آن

باشد بنابراین جهت حل آن می NP-hard مسألهیک  مسألهکه این 

کران ارائه نمودند که مسائل با ابعاد وبهینه یک رویکرد شاخه رتصوبه

 مسأله ]15[نماید. سو و لین فعالیت را در زمان مناسبی حل می 28

1|𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖|𝐿max  را مطالعه کرده و برای حل آن یک

فعالیت را  100ارائه نمودند که مسائل با ابعاد  وکرانشاخهالگوریتم 

کند. چنگ و همکاران دقیقه حل می 1متوسط در مدت زمان  طوربه

بر زمان پردازش کارها برای زمان در تحقیق خود زوال را علاوه ]16[

خطی ساده  صورتبهها تابع زوال را اند. آنگرفته درنظرسازی نیز آماده

𝑃𝑖│1 مسألهگرفته و  درنظر = 𝑏𝑖𝑆𝑖 , 𝑆𝑇𝑖 = 𝑏𝑖
′𝑆𝑖│𝑇𝑚𝑎𝑥  را بررسی

ارائه کردند کران وحل بهینه آن یک الگوریتم شاخه منظوربهو 

نماید. کار را در زمان مناسبی حل می 1000مسائل باابعاد  کهطوریبه

𝑃𝑖│1 مسألهبرای حل  ]17[لی و همکاران  = 𝑏𝑖𝑆𝑖 , 𝑆𝑇𝑖 =

𝑏𝑖
′𝑆𝑖│∑𝑈𝑖 کران ارائه نمودند که توانایی حل ود شاخهیک رویکر

در تحقیقی  ]18[کار را دارد. همچنین لی و لو  1000مسائل باابعاد 

𝑃𝑖│1 مسأله = 𝑏𝑖𝑆𝑖 , 𝑆𝑇𝑖 = 𝑏𝑖
′𝑆𝑖│∑𝑤𝑖𝑈𝑖  را مطالعه کرده و

کران ارائه نمودند وبهینه یک الگوریتم شاخه صورتبهجهت حل آن 

نماید. وو و را درزمان مناسبی حل می کار 1500که مسائل باابعاد 

خطی با ورود  روبه زوالهای بندی فعالیتزمان مسأله] 19[همکاران 

ها کارها و حداقل کردن مجموع دیرکرد فعالیت زمانهمغیر

(1│𝑟𝑖 , 𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│∑𝑇𝑖ها برای ( را مورد بررسی قرار دادند. آن
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ارائه نمودند که قادر به حل مسائل  وکرانشاخهیک رویکرد  مسألهحل 

 مسأله ]20[باشد. لی و ژائو فعالیت درزمان مناسبی می 20باابعاد 

ماشین بافرض خطی روی تک روبه زوالهای بندی فعالیتزمان

کارها را بررسی  مانزهممحدودیت دسترسی به ماشین و ورود غیر

ها نشان دادند نمودند که هدف حداقل کردن دامنه عملیات است. آن

 باشد. دارای پیچیدگی بالایی می مسألهکه 

𝐹2│𝑃𝑖 مسأله ]21[جعفری و همکاران  = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥 

را در تحقیق خود مورد بررسی قرار داده و برای حل آن یک الگوریتم 

فعالیت  26ه نمودند که قادربه حل مسائل باابعاد ارائ وکرانشاخه

ها جهت محاسبه جواب نزدیک به بهینه چند باشد. همچنین آنمی

یک الگوریتم  ]22[الگوریتم ابتکاری پیشنهاد کردند. لی و همکاران 

را جهت  4و چندین الگوریتم ابتکاری باخطای حداکثر % کرانوشاخه

𝐹2│𝑃𝑖 مسألهحل  = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥  ارائه نمودند. الگوریتم

فعالیت را درزمان  28ها مسائل باابعاد کران پیشنهادی آنوشاخه

جهت تعیین جواب نزدیک  ]23[نماید. وانگ و وانگ مناسبی حل می

𝐹3│𝑃𝑖 مسألهبه بهینه برای  = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥  دو الگوریتم

کران ورویکرد شاخه بهینه یک صورتبه مسألهابتکاری و برای حل 

شامل چندین اصول غلبه و حدود پایین ارائه نمودند که قادربه حل 

باشد. جعفری و همکاران بهینه می صورتبهفعالیت  28مسائل با ابعاد 

با یک مثال نقض نشان دادند که این اصول غلبه که درالگوریتم  ]24[

باشد. وانگ ارائه شده صحیح نمی ]23[کران توسط وانگ و وانگ وشاخه

𝐹3│𝑃𝑖 مسأله ]25[و همکاران  = 𝑏𝑖𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥  را بررسی و جهت

کران شامل چندین وحل آن یک الگوریتم ابتکاری و یک الگوریتم شاخه

 14به، حدود پایین و حدود بالا ارائه نمودند که مسائل باابعاد اصول غل

 ]26[نماید. جعفری و همکاران فعالیت را درزمان مناسب حل می

درتحقیق خود نشان دادند که اصول غلبه ارائه شده درالگوریتم 

 باشد.صحیح نمی ]25[کران توسط وانگ و همکاران وشاخه

ماشین بافرض زوال ر محیط تکبندی دزمان مسأله ]27[لی و لو 
ای و رد کردن برخی سفارشات را بررسی نمودند. خطی، پردازش دسته

تحقیق حداقل کردن دامنه عملیات و مجموع زمان تکمیل  دراینهدف 
را بررسی و ثابت کردند که این  مسألهها پیچیدگی باشد. آنکارها می

کرد باشد که برای حل آن یک رویمی NP-complete مسأله
زوال خطی را  مسأله ]28[ریزی پویا ارائه کردند. مور و موشیو برنامه

های موازی با هدف حداقل کردن زمان تکمیل کل در محیط ماشین
باشد و برای می NP-hard مسألهها نشان دادند که بررسی نمودند. آن

حل آن یک الگوریتم ابتکاری باکیفیت جواب مناسب ارائه نمودند. بای 
بندی بافرض اثرات یادگیری و زمان مسألهبرای حل  ]29[اران و همک

هدف حداقل کردن محیط جریان کارگاهی باکارها در  زمانهمورود غیر
و الگوریتم فراابتکاری  وکرانشاخهماکزیمم مغایرت، از یک رویکرد 

 زنبور عسل استفاده نمودند.
ترین تحقیقات انجام شده ( خلاصه وضعیت مهم1درجدول )
خطی ارائه شده است و  روبه زوالهای بندی فعالیتدرزمینه زمان

تحقیق حاضر نیز با این مقالات مقایسه گردیده است. با بررسی مقالات 
های اخیر توان دریافت که در سالموجود در ادبیات موضوع می

یک موضوع جذاب و قابل توجه برای  والروبه زهای بندی فعالیتزمان
بر ادبیات موضوع، ( و با تکیه1جدول ) براساسمحقیق بوده است. 

توان بیان کرد که دراکثر تحقیقات صورت گرفته درزمینه می
کارها که یک فرض واقعی  زمانهمفرض ورود غیر روبه زوالهای فعالیت

ازطرفی ورود باشد نادیده گرفته شده است. در مسائل تولید می
کارها باهدف حداقل کردن تعداد کارهای دارای دیرکرد  زمانهمغیر

موضوعی است که تاکنون تحقیقی  روبه زوالهای درحوزه فعالیت
بندی زمان مسألهمقاله  درایندرمورد آن یافت نشده است. بنابراین 

ماشین با هدف حداقل کردن خطی درمحیط تک روبه زوالهای فعالیت
کارها مورد  زمانهمارهای دارای دیرکرد بافرض ورود غیرتعداد ک

 بررسی قرار گرفته شده است. 

 
 مقایسه منابع مهم و مرتبط در ادبیات موضوع با تحقیق حاضر(: 1)جدول 

 مسألهنوع  تابع هدف نویسنده )گان(

ورود  تابع زوال

 زمانهمغیر

 کارها

ابعاد  نوع محیط

مسائل 

 حل شده

خطی  خ زوالرن باخطی 

 ساده
 جریان کارگاهی ماشینتک

 غیریکسان یکسان

براون و یچیالی 

]12[ 
 1│𝑃𝑖

= 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥 
 قاعده بهینه  ✓   ✓ 

لی و همکاران 

]13[ 
,𝑟𝑖│1 دامنه عملیات 𝑃𝑖

= 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥 
 فعالیت 28  ✓ ✓   ✓

جعفری و 

 ] 14[مصلحی 

تعداد کارهای 

 دارای دیرکرد

1│𝑃𝑖

= 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│∑𝑈𝑖 
 فعالیت 28  ✓    ✓

 ]15[سو و لین 
حداکثر 

 مغایرت

1|𝑃𝑖
= 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖|𝐿max 

 ✓     
100 

 فعالیت

وو و همکاران 

]19[ 
 دیرکرد کل

1│𝑟𝑖 , 𝑃𝑖

= 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│∑𝑇𝑖 
 فعالیت 20  ✓ ✓   ✓

جعفری و 

 ]21[همکاران 
𝐹2│𝑃𝑖 دامنه عملیات

= 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥 
 فعالیت 26 ✓    ✓ 



 172                         زمان کارهاماشین با فرض زوال خطی و ورود غیرهمبندی تکوکران برای مسأله زمانارائه یک مدل ریاضی و یک الگوریتم شاخهو همکاران:  جعفری ندوشن

 

لی و همکاران 

]22[ 
𝐹2│𝑃𝑖 دامنه عملیات

= 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥 
 فعالیت 28 ✓     ✓

وانگ و وانگ 

]23[ 
𝐹3│𝑃𝑖 دامنه عملیات

= 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥 
 فعالیت 28 ✓     ✓

وانگ و همکاران 

]25[ 
𝐹3│𝑃𝑖 دامنه عملیات

= 𝑏𝑖𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥 
 فعالیت 14 ✓   ✓  

لی و همکاران 

]17[ 

تعداد کارهای 

 دارای دیرکرد

1│𝑃𝑖 = 𝑏𝑖𝑆𝑖 , 𝑆𝑇𝑖

= 𝑏𝑖
′𝑆𝑖│∑𝑈𝑖 

 ✓ ✓  ✓  
1000 

 فعالیت

 ]18[لی و لو 

تعداد کارهای 

 دارای دیرکرد

 وزنی

1│𝑃𝑖 = 𝑏𝑖𝑆𝑖 , 𝑆𝑇𝑖

= 𝑏𝑖
′𝑆𝑖│∑𝑤𝑖𝑈𝑖 

  ✓  ✓  
1500 

 فعالیت

چنگ و همکاران 

]16[ 

حداکثر 

 دیرکرد

1│𝑃𝑖 = 𝑏𝑖𝑆𝑖 , 𝑆𝑇𝑖
= 𝑏𝑖

′𝑆𝑖│𝑇𝑚𝑎𝑥 
  ✓  ✓  

1000 

 فعالیت

 تحقیق حاضر
تعداد کارهای 

 دارای دیرکرد

1│𝑟𝑖, 𝑃𝑖

= 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│∑𝑈𝑖 
 فعالیت 30  ✓ ✓  ✓ 

 

  . تشریح ساختار مسأله3
پارامترها و متغیرهای مورد استفاده در مقاله  ترتیببهقسمت  دراین

بررسی  مسألهو فرضیات آن تعریف و پیچیدگی  موردنظر مسألهمعرفی، 

  شود.می

 . پارامترها، نمادها و متغیرهای مسأله1-3

شرح پارامترها، نمادها و متغیرهای تصمیم مورد استفاده در مقاله به

 باشد:زیر می

 پارامترها:

n بندی گردد.کارهایی که باید زمان: تعداد کل 

iJ کار :i( امn,…,1,2i=) 

ia زمان پردازش پایه :iJ 

ib نرخ زوال :iJ 

ir زمان ورود :iJ 

id موعد تحویل :iJ 

 نمادها:

δبندی شده: توالی جزئی شامل کارهای زمان 

 'δبندی نشده و مکمل : مجموعه کارهای زمانδ 

O δ یک توالی دلخواه از مجموعه :'δ  

iδبندی : توالی جزئی ایجاد شده ناشی از زمانiJ  بعد از توالی جزئیδ 

Earlyδ مجموعه کارهای داراری زودکرد : 

Tardyδمجموعه کارهای دارای دیرکرد : 

 متغیرهای تصمیم:

T زمان تکمیل آخرین کار مجموعه :Earlyδ 

iS زمان شروع :iJ  بلافاصله بعد از توالیEarlyδ  که یک متغیر اعشاری

( و زمان تکمیل irبوده و برابر با ماکزیمم بین زمان ورود آن کار )

بندی باشد. زمان شروع اولین کار زمانبندی شده میآخرین کار زمان

 شود.شده صفر درنظر گرفته می

iP زمان پردازش واقعی :iJ  مقاله  ایندرکه یک متغیر اعشاری بوده و

𝑃𝑖براساس تابع زوال خطی  = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖 گردد.محاسبه می 

iC زمان تکمیل :iJ  که یک متغیر اعشاری بوده و برابر با مجموع زمان

 باشد.شروع و زمان پردازش واقعی آن کار می

i)δ(iC زمان تکمیل :iJ  در توالی جزئیiδ 

[k]Cبندی شده در موقعیت : زمان تکمیل کار زمانk  که یک متغیر

 باشد.اعشاری می

i[k]X است اگر  1: متغیر تصمیم باینری که برابر باiJ  در موقعیتk 

 است. 0بندی گردد. در غیر این صورت برابر با زمان

iUدهی به موقع : متغیر تصمیم باینری که وضعیت تحویلiJ  را بیان

دارای زودکرد  iJ( یعنی iC≥idموقع تحویل گردد )به iJکند. اگر می

( i<Cidگردد. در غیر این صورت )برابر با صفر می iUباشد و مقدار می

 باشد.دارای دیرکرد می iJبرابر با یک بوده و  iUمقدار 

1

n

T i

i

N U
=

=تعداد کارهای دارای دیرکرد : 

1

( ) ( )
n

T i

i

N U 
=

= : تعداد کارهای دارای دیرکرد در مجموعهδ  

maxC دامنه عملیات که برابر با زمان تکمیل :n باشد.امین کار می 

 . تعریف مسأله2-3

خطی باورود  روبه زوالهای بندی فعالیتزمان مسألهپژوهش  دراین

زمان پردازش گردد. ماشین بررسی میکارها در محیط تک زمانهمغیر

غیریکسان برای  یک تابع زوال خطی با نرخ زوال براساسواقعی کارها 

 صورتبهکه ورود کارها شود. باتوجه به اینگرفته می درنظرکارها 

بافرض  مسألهتحقیق  دراینتر است به مسائل واقعی نزدیک زمانهمغیر

کار روی یک  nگردد. لازم است کارها بررسی می زمانهمورود غیر

بندی گردد و باتوجه به فرضیات زیر زمان nتا  1های ماشین درموقعیت

 تعداد کارهای دارای دیرکرد حداقل شود. کهطوریبه

𝑃𝑖 زمان پردازش واقعی هرکار براساس تابع زوال خطی • = 𝑎𝑖 +

𝑏𝑖𝑆𝑖 گردد.محاسبه می 

 باشد.تر از صفر میارها غیریکسان و بزرگنرخ زوال برای تمام ک •

باشد یعنی هرکار زمان ورود زمان میصورت غیرهمورود کارها به •

د کارهای دیگر یکسان وبازمان ور خود دارد که لزوماًمخصوص به
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 نیست. 

 باشد. انقطاع و شکست جایز نمی •

باشد و ریزی همیشه در دسترس میماشین درطول افق برنامه •

 د. توقف ندار

 تواند فقط یک کار را پردازش کند.ماشین در هر لحظه می •

زمان کارها، بیکاری عمدی مجاز فرض باتوجه به ورود غیرهم •

 شود.می

𝑟𝑖│1 صورتبه مسألهاین  , 𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│∑𝑈𝑖  نمایش داده

که هدف عبارت است از حداقل کردن تعداد کارهای دارای  شودمی

گرفتن شرایط و فرضیات فوق  درنظرکلیه کارها با  کهطوریبهدیرکرد 

 بندی گردد.روی یک ماشین زمان

 . مدل ریاضی مسأله3-3

مفروضات، پارامترها و متغیرهای تعریف شده یک  براساسبخش  دراین

 گردد.ارائه می مسألهمدل ریاضی به شرح زیر برای 

(1) 𝑀𝑖𝑛 𝑍 =∑𝑈𝑖

𝑛

𝑖=1

 

(2) ∑𝑋𝑖[𝑘]

𝑛

𝑘=1

= 1                            ∀ 𝑖 

(3) 
∑𝑋𝑖[𝑘]

𝑛

𝑖=1

= 1                            ∀ 𝑖 

(4) 
𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖                           ∀ 𝑖         

(5) 
𝑆𝑖 ≥ 𝐶[𝑘−1]𝑋𝑖[𝑘]                        ∀ 𝑖, 𝑘 

(6) 
𝑆𝑖 ≥ 𝑟𝑖                                   ∀ 𝑖 

(7) 
𝐶𝑖 = 𝑆𝑖 + 𝑃𝑖                            ∀ 𝑖 

(8) 
𝐶[𝑘] = 𝐶𝑖𝑋𝑖[𝑘]                            ∀ 𝑖, 𝑘 

(9) 
𝐶[𝑘] − 𝑑𝑖𝑋𝑖[𝑘] ≤ 𝑀𝑈𝑖             ∀ 𝑖, 𝑘 

(10) 
𝐶[0] = 0 

(11) 𝑋𝑖[𝑘], 𝑈𝑖  𝜖 {0,1}                      ∀ 𝑖, 𝑘 

(12) 𝑃𝑖 , 𝑆𝑖 , 𝐶𝑖 , 𝐶[𝑘] ≥ 0                       ∀ 𝑖, 𝑘 

( شامل حداقل کردن تعداد کارهای 1)دررابطه  مسألهتابع هدف 

حویل ( و بامقایسه بین موعد ت9)رابطه  براساسدارای دیرکرد است که 

آید. می دستبهام kبندی شده در موقعیت و زمان تکمیل کار زمان

یک مرتبه در توالی  دهد که هرکار دقیقاً( نشان می2)محدودیت 

کند ( نیز تضمین می3)شود. همچنین رابطه بندی میزمان موردنظر

شود. زمان پردازش بندی مییک کار زمان دقیقاً kکه در هرموقعیت 

یک تابع زوال خطی  صورتبه( که 4)رابطه  براساسواقعی هرکار 

بندی در گردد. زمان شروع هرکار جهت زمانباشد محاسبه میمی

بندی شده در موقعیت به دو عامل زمان تکمیل کار زمان kموقعیت 

k-1  ( 6)( و 5)رروابط د ترتیببهو زمان ورود آن کار بستگی دارد که

نیز برابر  kبندی شده در موقعیت گردد. زمان تکمیل کار زمانلحاظ می

باشد با مجموع زمان پردازش و زمان شروع آن کار درآن موقعیت می

اجرای مدل لازم است  نماید. برای( آن را تضمین می8)( و 7)که روابط 

محدودیت  براساسنیز مشخص گردد که  0مقدار زمان تکمیل موقعیت 

( شرایط 12)( و 11)های شود. محدودیتفرض می 0( برابربا 10)

 نماید.را تعیین می مسألهمتغیرهای 

 . پیچیدگی مسأله4-3

، روبه زوالهای درزمینه فعالیت جستجوبابررسی ادبیات موضوع و 

𝑟𝑖│1 مسألهای روی تاکنون مطالعه , 𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│∑𝑈𝑖 

مشاهده نشده است بنابراین لازم است درابتدا درجه سختی و پیچیدگی 

شود ( مشاهده می1گونه که از جدول )مشخص گردد. همان مسأله

تواند روی پیچیدگی مسائل فرض زوال خطی ساده و زوال خطی می

نشان  حل شده در تحقیقات مرتبطگذار باشد. مقایسه ابعاد مسائل تأثیر

شود می مسألهدهد که فرض زوال خطی باعث افزایش پیچیدگی می

زوال خطی در  مسألهبا حل  ] 14[که جعفری و مصلحی ایگونهبه

بهینه  صورتبهفعالیت  28تحقیق خود موفق به حل مسائل با ابعاد 

را با فرض زوال  مسألهاین ] 17[لی و همکاران  کهدرصورتیاند شده

 صورتبهفعالیت را  1000خطی ساده بررسی نمودند و مسائل با ابعاد 

چنگ و و ] 18[لی و لو اند. این روند در تحقیقات بهینه حل کرده

( و 1جدول ) براساسشود. همچنین نیز مشاهده می ]16[همکاران 

توان نتیجه گرفت که اضافه شدن هم میبامقایسه تحقیقات نزدیک به

کارها نیز باعث افزایش درجه پیچیدگی مسائل  زمانهمفرض ورود غیر

زوال خطی را با یک قاعده ساده  مسأله ]12[براون و یچیالی گردد. می

همین  ]13[بهینه حل نموده است ولی لی و همکاران  صورتبهتقدمی 

کارها بررسی کردند که  زمانهمرا با اضافه شدن فرض ورود غیر مسأله

 براساسبنابراین  فعالیت شدند. 28حل بهینه مسائل باابعاد موفق به 

اشاره  مسألهتوان به این ابعاد مسائل حل شده در ادبیات تحقیق می

کارها باعث افزایش  زمانهمنمود که اضافه شدن فرض زوال و ورود غیر

 مسألهنشان دادند که  ]8[گردد. لی و همکاران می مسألهپیچیدگی 

1│𝑟𝑖 , 𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥  مسألهیک NP-hard اکه جاست. ازآن

قابل  maxCباهدف  مسأله، مسألههای یک با ثابت بودن تمام فرض

 مسألهبنابراین  ]30[باشد می 𝑈𝑖∑باهدف  مسألهکاهش به 

1│𝑟𝑖 , 𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥  1 مسألهقابل کاهش به│𝑟𝑖 , 𝑃𝑖 =

𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│∑𝑈𝑖  است. باتوجه بهNP-hard  مسألهبودن 

1│𝑟𝑖 , 𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥 مسألهتوان نتیجه گرفت که می 

1│𝑟𝑖 , 𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│∑𝑈𝑖  مسألهنیز یک NP-hard باشد و می

های عمومی مانند لازم است جهت یافتن جواب بهینه از الگوریتم

 استفاده نمود.  وکرانشاخه

 

 حل مسأله. روش 4
 مسألهجواب بهینه برای یابی بهدست منظوربهتحقیق  دراین

1│𝑟𝑖 , 𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│∑𝑈𝑖  درنظربا  وکرانشاخهیک رویکرد 
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 هریکگردد که گرفتن چندین اصول غلبه، حدود پایین و بالا ارائه می

 شود.ها درادامه تشریح میاز آن

 وکران. الگوریتم شاخه1-4

 طوربهیک شاخه انتخاب شده و  موردنظر وکرانشاخهتم در الگوری

درخت  ی عمقی و رویکرد روبه جلو،جستجواستراتژی ماتیک با سیست

شروع از موقعیت اول، کارها در  با کهطوریبهگردد ایجاد می جستجو

شکل مانند  δگردد. هر توالی جزئی بندی میهای بعدی زمانموقعیت

درابتدا و  ترتیببهاست که  Tardyδو  Earlyδ( شامل دو مجموعه 1)

 Tardyδمجموعه  کهطوریبهگیرند انتهای یک توالی کامل قرار می

در شود باعث میگردد. این موضوع بندی میدلخواه زمان صورتبه

هایی که درآن کارهای مجاور دارای زودکرد ، تنها توالیجستجودرخت 

های بررسی شده گیر تعداد گرهشوند بررسی گردد که کاهش چشممی

 همراه خواهد داشت.یی الگوریتم را بهاو افزایش کار
 

 

 
 δتوالی جزئی  :(1)شکل 

 

 در، وکرانشاخهبه نوع تابع هدف و نحوه اجرای الگوریتم  باتوجه

شود بندی انتخاب میجهت زمان 'δکار از مجموعه هرمرحله که یک 

گردد. اگر شود بررسی میکه در ادامه شرح داده می 1درابتدا نکته 

باشد و این کار به مجموعه رار باشد کار دارای دیرکرد میقبر 1نکته 

Tardyδ یابد در اضافه گردیده و مقدار تابع هدف یک واحد افزایش می

، توسط اصول Earlyδصورت اضافه شدن آن به انتهای مجموعه غیر این

 کهدرصورتیشود. غلبه و مقایسه حدود پایین با حدود بالا بررسی می

د پایین نتواند گره مربوطه را قطع کند آن کار به اصول غلبه و حدو

اضافه خواهد شد. سپس کار دیگری از مجموعه  Earlyδانتهای مجموعه 

δ'  شود. اگر و مراحل بعدازآن انجام می 1انتخاب و مجددا بررسی نکته

به گره آخر برسد شاخه  جستجوگره مربوطه قطع شود و یا درخت 

که تمام شود تاجاییه شده تکرار میدیگری انتخاب و رویه شرح داد

ها بررسی گردند. اگر تعداد کارهای دیرکرددار در آخرین توالی شاخه

خواهد شد.  مسألهکامل، کاهش یابد این جواب جایگزین حد بالای 

 گردد. درادامه حد بالا، اصول غلبه و حدود پایین الگوریتم تشریح می

 حد بالا

کمترین موعد  براساسبندی صورت گرفته بهترین جواب از زمان

تحویل، کمترین زمان پردازش پایه، کمترین نرخ زوال و کمترین نرخ 

𝑎𝑖 𝑏𝑖⁄ شود.گرفته می درنظر مسألهحد بالای  عنوانبه 

 اصول غلبه 

هایی ها و شاخهو حذف گره وکرانشاخهیی الگوریتم اجهت افزایش کار

 مسألهسری اصول غلبه برای رسد لازم است یکینه نمیجواب بهکه به

با دو کار مجاور  1δشود که توالی تعریف گردد. بدین منظور فرض می

iJ  وjJ  که طوریبهموجود استiJ  بلافاصله قبل ازjJ بندی زمان

 2δتوالی جدید  1δدر توالی  jJو  iJگردد. با یک تعویض جفتی بین می

1شود. بنابراین دو توالی کامل ایجاد می  ( , J , J , , )Early i j o Tardy   =  و

2  ( , J , J , , )Early j i o Tardy   =  وجود دارد کهOδ  یک توالی دلخواه از

𝐶𝑗(𝛿1)باشد. درصورت برقراری روابط می δ'کارهای مجموعه  ≤

𝐶𝑖(𝛿2)  و𝑁𝑇(𝛿1) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2) 1، توالی زمانهم طوربهδ  2برδ  غالب

 1δگردد. بنابراین با بررسی توالی بندی میزمان jJقبل از  iJباشد و می

باشد. بااین توضیحات نمی 2δ، نیازی به بررسی توالی جستجودر درخت 

اثبات بیان نمود.  5الی  1های لم براساسرا  مسألهتوان اصول غلبه می

 1بخش فقط اثبات لم  دراینباشد بنابراین لم مشابه یکدیگر می 5این 

 ها در پیوست گزارش گردیده است.شده و اثبات مابقی لمارائه 

دارای زودکرد باشند و روابط  1δدر توالی  jJو  iJاگر هر دو کار  .1 لم

𝑎𝑖𝑏𝑗 ≤ 𝑎𝑗𝑏𝑖 ،𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑇 > 𝑟𝑗  و𝑟𝑖 < 𝑇 < 𝑟𝑗  برقرار باشد

 شود. بندی میزمان jJقبل از  iJآنگاه در توالی بهینه 

زمان تکمیل هرکار در یک توالی برابر با مجموع زمان شروع و  اثبات:

 براساسباشد. مدت زمان پردازش واقعی آن کار در توالی مربوطه می

𝑟𝑖تعریف متغیرها و همچنین فرض  < 𝑇 زمان شروع در صورت لم ،iJ 

 شود. گرفته می درنظر( 13)به رابطه  باتوجه 1δدر توالی 

(13) 𝑆𝑖(𝛿1) = 𝑆𝑖 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑖} = 𝑇 

و رابطه  iJبه تعریف مدت زمان پردازش واقعی  باتوجههمچنین 

 گردد.( تعریف می14)رابطه  براساس 1δدر توالی  iJ(، زمان تکمیل 13)

(14) 𝐶𝑖(𝛿1) = 𝑃𝑖 + 𝑆𝑖 = (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖) + 𝑆𝑖 = 𝑎𝑖 +
(1 + 𝑏𝑖)𝑆𝑖 = 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑇  

𝑎𝑖بر رابطه با تکیه + (1 + 𝑏𝑖)𝑇 > 𝑟𝑗  در عنوان لم و همچنین

 براساس ترتیببه 1δدر توالی  jJ(، زمان شروع و تکمیل 14)رابطه 

 شود. ( محاسبه می16)( و 15)روابط 

(15) 𝑆𝑗(𝛿1) = 𝑆𝑗 = 𝑀𝑎𝑥{𝐶𝑖(𝛿1), 𝑟𝑗} = 𝑀𝑎𝑥{𝑎𝑖 +

(1 + 𝑏𝑖)𝑇, 𝑟𝑗} = 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑇  

(16) 

𝐶𝑗(𝛿1) = 𝑃𝑗 + 𝑆𝑗 = (𝑎𝑗 + 𝑏𝑗𝑆𝑗) + 𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)(𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑇)  

𝑇 گرفتن رابطه  درنظربا توجیهی مشابه توجیه فوق و  < 𝑟𝑗  در

( و 17)روابط  براساس 2δدر توالی  jJفرض لم، زمان شروع و تکمیل 

 ( و محاسبه خواهد شد.18)

(17) 𝑆𝑗(𝛿2) = 𝑆𝑗 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑗} = 𝑟𝑗  

(18) 
𝐶𝑗(𝛿2) = 𝑃𝑗 + 𝑆𝑗 = (𝑎𝑗 + 𝑏𝑗𝑆𝑗) + 𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑆𝑗 = 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗 

𝑟𝑖بر فرض همین ترتیب با تکیهبه < 𝑇 < 𝑟𝑗  موجود در صورت لم

 براساس ترتیببه 2δدر توالی  iJ(، زمان شروع و تکمیل 18)و رابطه 

 شود. گرفته می درنظر( 20)( و 19)روابط 

(19) 𝑆𝑖(𝛿2) = 𝑆𝑖 = 𝑀𝑎𝑥{𝐶𝑗(𝛿2), 𝑟𝑖} = 𝑀𝑎𝑥{𝑎𝑗 +

(1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗 , 𝑟𝑖} = 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗   

(20) 
𝐶𝑖(𝛿2) = 𝑃𝑖 + 𝑆𝑖 = (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖) + 𝑆𝑖  

= 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑆𝑖 = 

𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)(𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗) 

𝑇توجه به رابطه با < 𝑟𝑗  باشد.( برقرار می21)رابطه در فرضیات لم 

δEarly δTardy δ' 
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(21) 𝑇(1 + 𝑏𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑏𝑖𝑏𝑗) < 𝑟𝑗(1 + 𝑏𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑏𝑖𝑏𝑗) 

𝑎𝑖𝑏𝑗بر رابطه همچنین با تکیه ≤ 𝑎𝑗𝑏𝑖 .رابطه زیر برقرار خواهد بود 

(22) 
𝑇(1 + 𝑏𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑏𝑖𝑏𝑗) + 𝑎𝑖𝑏𝑗 < 

𝑟𝑗(1 + 𝑏𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑏𝑖𝑏𝑗) + 𝑎𝑗𝑏𝑖  

( باعث 20)( و 16)گرفتن روابط  درنظر( و 22)وجود رابطه 

 گردد. برقراری رابطه زیر می

(23) 𝐶𝑗(𝛿1) ≤ 𝐶𝑖(𝛿2)  

 1δدر توالی  jJو  iJباتوجه به فرض زودکرددار شدن هر دو کار 

 رابطه زیر برقرار است.

(24) 𝑁𝑇(𝛿1) = 𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦) 

دیرکرددار گردد بنابراین  2δدر توالی  jJو  iJازطرفی ممکن است 

 گردد.رابطه زیر برای این توالی برقرار می

(25) 𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2)

≤ 𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦) + 2 

 ( رابطه زیر برقرار خواهد شد. 25)( و 24)بامقایسه روابط 

(26) 𝑁𝑇(𝛿1) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2) 

𝐶𝑗(𝛿1)( یعنی 26)( و 23)باتوجه به برقراری دو رابطه  ≤

𝐶𝑖(𝛿2)  و𝑁𝑇(𝛿1) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2) گردد که ، ثابت میزمانهم طوربه

 باشد.غالب می 2δبر  1δتوالی 

دارای زودکرد باشند و روابط  1δدر توالی  jJو  iJاگر هر دو کار  .2 لم

 ,j iT Max r r  و
i j j ia b a b  برقرار باشد آنگاه در توالی بهینهiJ 

 شود. بندی میزمان jJقبل از 

دارای زودکرد باشند و روابط  1δدر توالی  jJو  iJاگر هر دو کار  .3 لم

𝑎𝑗𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝑏𝑗 + (1 + 𝑏𝑖)(1 + 𝑏𝑗)(𝑇 − 𝑟𝑖) > 0 ،𝑟𝑗 < 𝑇 < 𝑟𝑖 

𝑎𝑗و   + (1 + 𝑏𝑗)𝑇 > 𝑟𝑖  برقرار باشد آنگاه در توالی بهینهiJ  قبل از

jJ شود. بندی میزمان 

دارای زودکرد باشند و روابط  1δدر توالی  jjو  ijاگر هر دو کار  .4 لم

(1 )i i ja b T r+ +   و
ir T  برقرار باشد آنگاه در توالی بهینهiJ  قبل

 شود. بندی میزمان jJاز 

 دارای زودکرد باشند و روابط 1δدر توالی  jJو  iJاگر هر دو کار  .5 لم

𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑟𝑖 < 𝑟𝑗  و
iT r  برقرار باشد آنگاه در توالی بهینهiJ 

 شود. بندی میزمان jJقبل از 

اگر  جستجواشاره گردید در هرگره از درخت  طور که قبلاًهمان

بندی دارای دیرکرد شد جهت زمان 'δکار انتخاب شده از مجموعه 

 شود.بندی میزمان 1نکته  براساس

بندی در انتهای جهت زمان 'δدلخواه از مجموعه  iJبرای هر  .1 نکته

𝑑𝑖، اگر رابطه Earlyδمجموعه  < 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑖}  برقرار

قرار گرفته و یک واحد به مقدار تابع هدف  Tardyδدر مجموعه  iJباشد 

 تغییر نکند. Earlyδگردد مادامی که اضافه می

رابطه  براساس iJتعریف متغیرهای تصمیم، زمان شروع  براساس اثبات:

 گردد. زیر محاسبه می

(27) 𝑆𝑖 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑖} 

متناسب با رابطه  Earlyδبلافاصله بعد از  iJهمچنین زمان تکمیل 

 باشد.زیر می

(28) 𝐶𝑖 = 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑆𝑖 = 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑖} 

𝑑𝑖رابطه  (،28) باتوجه به رابطه < 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑖} 

 Earlyδبلافاصله بعد از  iJوضعیت دیرکرد برای  کنندهبیان 1در نکته 

های بعداز در موقعیت iJبندی معناست که زمانباشد. این بدانمی

شود که آن کار باعث می Tardyδو همچنین مجموعه  Earlyδمجموعه 

جواب بهتر باید این یابی بهدارای دیرکرد گردد. بنابراین جهت دست

تنها باعث افزایش جایی نههاضافه گردد. این جاب Tardyδکار به مجموعه 

گردد بلکه کاهش زمان شروع برای زمان شروع کارهای بعدی نمی

همراه خواهد داشت. آن تابع هدف بهتر را به تبعهای بعدی و بهموقعیت

تغییر نکند برقرار  Earlyδکه مجموعه بندی تاجاییبدیهی است این زمان

 خواهد بود. 

 حدود پایین

حد پایین روی الگوریتم  تأثیربخش باتوجه به اهمیت و  دراین

ارائه شده است. جهت محاسبه  مسأله، سه حد پایین برای وکرانشاخه

توان از شود مینمایش داده می LB صورتبهمقدار حد پایین که 

 قضایای زیر استفاده نمود.

گرفتن  درنظرجهت محاسبه حد پایین،  موردنظرهای یکی از ایده

در زودترین زمان شروع ممکن  'δاز مجموعه  iJمقدار زوال برای هر 

,𝑀𝑎𝑥{𝑇یعنی  𝑟𝑖} اگر زمان پردازش کارهای موجود در باشد. می

,𝑀𝑎𝑥{𝑇با فرض شروع آن کار درزمان  'δمجموعه  𝑟𝑖}  محاسبه و

توان را می 1بندی گردد قضیه به الگوریتم مور و هاجسون زمان باتوجه

 زیر بیان نمود.  صورتبه

رابطه زیر  براساس موردنظر مسألهبرای  1LBمقدار حد پایین  .1قضیه 

 گردد. محاسبه می

(29) 𝐿𝐵1 = 𝑁𝑇(𝛿) + 𝑁𝑇(𝛿′) 

 'δبندی کارهای مجموعه از توالی حاصل از زمان 𝑁𝑇(𝛿′)که مقدار 

درزمان  iJالگوریتم مور و هاجسون و بافرض مقدار زوال  براساس

𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑖} آید.می دستبه 

( از دو جمله با مقادیر واقعی و تخمینی تشکیل شده 29)رابطه  اثبات:

کننده تعداد کارهای دارای یک مقدار واقعی و بیان 𝑁𝑇(𝛿)است. جمله 

یک مقدار  𝑁𝑇(𝛿′) باشد. مقدارمی δدارای دیرکرد در مجموعه 

باشد. بدیهی می 'δتخمینی از تعداد کارهای دارای دیرکرد در مجموعه 

ی بر مقدار تأثیر، 'δاست که هر توالی دلخواه از کارهای مجموعه 

𝑁𝑇(𝛿) تر بودن مقدار تخمینی نخواهد داشت. بنابراین اگر کوچک

𝑁𝑇(𝛿′) واقعی تعداد کارهای دارای دیرکرد در مجموعه  از مقدارδ' 

 مسأله( یک حد پایین برای 29)توان نشان داد که رابطه ثابت گردد می

 باشد.می

 مسألهالگوریتم مور و هاجسون تعداد کارهای دارای دیرکرد در 

. محاسبه مدت زمان ]31[کند ماشین با فرضیات پایه را حداقل میتک

,𝑀𝑎𝑥{𝑇در زمان  'δاز مجموعه  iJ پردازش هر 𝑟𝑖} بر ثابت ماندن علاوه

های واقعی را نیز ها از زمانتر بودن این زمانها، کوچکزمان پردازش
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همراه خواهد داشت. بنابراین با رهاسازی زوال واقعی،  قسمت دوم به

های پردازش ماشین پایه با زمانتک مسألهیک زیراصلی به مسأله

شود. با اجرای الگوریتم مور و هاجسون مقدار بهینه تر تبدیل میکوچک

 𝑁𝑇(𝛿′)با مقدار  مسألهتعداد کارهای دارای دیرکرد برای این زیر

و  مسألهبرای این زیر 𝑁𝑇(𝛿′)گردد. باتوجه به بهینه بودن محاسبه می

توان نتیجه گرفت که تر بودن زمان پردازش درآن، میهمچنین کوچک

این مقدار بهینه از تعداد کارهای دارای دیرکرد واقعی در قسمت دوم 

 1LBمعناست که مقدار اصلی کمتر خواهد بود. این بدان مسأله

اصلی  مسألهبع هدف برای یک توالی کامل در مقدار تااز تر کوچک

( یک حد پایین برای 29)گردد که رابطه باشد بنابراین ثابت میمی

 اصلی است. مسأله

اگر بتوان کمترین زمان تکمیل را برای هر موقعیت بعد از توالی 

Earlyδ  ،محاسبه نمود، با مقایسه آن با کمترین موعد تحویل موجود

طور که وجود دارد. همان همسألامکان ارائه یک حد پایین دیگر برای 

در تحقیق خود نشان دادند که  ]12[اشاره شد براون و یچیالی  قبلاً

𝑃𝑖│1 مسأله = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥  با توالی حاصل از نرخ غیرکاهشی

𝑎𝑖 𝑏𝑖⁄ شود. اگر این قاعده برای هر موقعیت بهینه میM  بعد از توالی

Earlyδ  1 مسألهدر│𝑟𝑖 , 𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│∑𝑈𝑖  نیز رعایت گردد

منظور در آید. بدینمی دستبهحداقل زمان تکمیل برای آن موقعیت 

انتخاب و به موقعیت  δ 'مانده در مجموعه باقی iaابتدا کمترین مقدار 

M یابد. مقدار تخصیص میia  برای موقعیتMتر مساوی مقدار ، بزرگ

ia باشد و برای ایجاد نرخ غیرکاهشی های قبل ازآن میبرای موقعیت

𝑎𝑖 𝑏𝑖⁄  لازم است کمترین نرخ زوال به موقعیتM  .تخصیص یابد

انتخاب و  δ' های مجموعه ترین نرخ زوالتا از کوچک Mبنابراین 

 درنظریابد. با تخصیص می Mتا  1های نزولی به موقعیت صورتبه

 زمان شروع موقعیت اول و انعنوبه 𝑀𝑎𝑥{𝑇,𝑀𝑖𝑛{𝑟𝑖}}گرفتن 

 M، زمان تکمیل موقعیت M-1تا  1های محاسبه زمان تکمیل موقعیت

گردد. جهت تخمین تعداد کارهای دیرکرددار لازم است محاسبه می

، یک موعد تحویل مناسب با Mاز محاسبه زمان تکمیل موقعیت پس

تکمیل  آن مقایسه گردد. کمترین موعد تحویل موجود انتخاب و با زمان

گردد. اگر این موقعیت توسط این موعد تحویل مقایسه می Mموقعیت 

دارای دیرکرد شد یک واحد به تعداد کارهای دارای دیرکرد اضافه 

شود، موعد تحویل از مجموعه حذف و موعد تحویل بعدی انتخاب می

 فرآیندگردد. این مقایسه می Mبا زمان تکمیل موقعیت  و مجدداً

توسط  موردنظریابد که موقعیت سه تازمانی ادامه میانتخاب و مقای

حالت موعد  دراینموعد تحویل انتخاب شده دارای دیرکرد نشود. 

تحویل از مجموعه حذف و موقعیت بعدی انتخاب و جهت محاسبه 

 صورتبهگردد. این روند تکرار می زمان تکمیل، روند فوق مجدداً

 ارائه شده است. 𝑁𝑇(𝛿′)خلاصه در الگوریتم تخمین 

 𝑁𝑇(𝛿′)الگوریتم تخمین 

𝑁𝑇(𝛿. قرار دهید 1قدم
′) = 0 ،𝐶 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇,𝑀𝑖𝑛{𝑟𝑖}}  وM=1. 

انتخاب  های پایهمجموعه زمان پردازشرا از  ia. کمترین مقدار 2قدم 

 مجموعه حذف کنید. را ازاین  iaتخصیص دهید.  Mو به موقعیت 

نزولی به  صورتبهها را انتخاب و ترین نرخ زوالتا از کوچک M. 3قدم 

زمان  عنوانبه Cگرفتن  درنظرص دهید. با یتخص Mتا  1های موقعیت

 ها را محاسبه کنید. شروع موقعیت اول، موقعیت

𝑁𝑇(𝛿ها تهی است . اگر مجموعه موعد تحویل4قدم
 عنوانبه (′

صورت کمترین موعد تحویل یتم است و توقف. در غیر اینخروجی الگور

و آن را از مجموعه حذف کنید. موعد تحویل  انتخاب را ازاین مجموعه

دارای  Mمقایسه کنید. اگر موقعیت  Mرا بازمان تکمیل موقعیت 

𝑁𝑇(𝛿دیرکرد شد قرار دهید 
′) = 𝑁𝑇(𝛿

′) + این قدم را  اًو مجدد 1

 بروید. 2و به قدم  M=M+1رار دهید صورت قتکرار کنید. در غیر این

معرفی  مسألهحد پایین  عنوانبهرا  2توان قضیه با این توضیحات می

 نمود. 

رابطه زیر  براساس موردنظر مسألهبرای  2LBمقدار حد پایین  .2قضیه 

محاسبه  𝑁𝑇(𝛿′)از اجرای الگوریتم تخمین  𝑁𝑇(𝛿′)که مقدار باشد می

 شود. می

(30) 𝐿𝐵2 = 𝑁𝑇(𝛿) + 𝑁𝑇(𝛿′) 

تخمینی از تعداد کارهای  𝑁𝑇(𝛿′)اشاره شد  طور که قبلاًهمان اثبات:

باشد که بااجرای الگوریتم تخمین می 'δدر مجموعه دارای دیرکرد 

𝑁𝑇(𝛿′)  تعیین حداقل زمان تکمیل برای هر موقعیت و  براساسو

آید. باتوجه به قاعده می دستبهترین موعد تحویل مقایسه آن با کوچک

𝑎𝑖بهینه  𝑏𝑖⁄  1 مسألهدر│𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥 اگر این قاعده ،

نیز رعایت گردد حداقل زمان  Earlyδبعد از توالی  Mبرای هر موقعیت 

شود که روند این محاسبه قبل از تکمیل برای آن موقعیت محاسبه می

از محاسبه کمترین زمان تشریح گردید. پس 𝑁𝑇(𝛿′)الگوریتم تخمین 

، حداقل موعد تحویل موجود باآن مقایسه Mتکمیل برای موقعیت 

مترین زمان شود. اگر این موقعیت دارای دیرکرد شد ازآنجاکه کمی

نیز توسط این موعد  Mهای بعد از تکمیل را داشته است موقعیت

معناست که تعداد دارای دیرکرد خواهند شد. این بدین تحویل قطعاً

هایی است که کارهای دارای دیرکرد حداقل برابر با تعداد موعد تحویل

دارای دیرکرد شده است. بنابراین تعداد  Mها موقعیت توسط آن

 𝑁𝑇(𝛿′)از مقدار تخمینی  'δدارای دیرکرد واقعی در مجموعه  کارهای

کمتر نخواهد بود. بدیهی است که هر توالی دلخواه از کارهای مجموعه 

δ' ،ی روی مقدار تأثیر𝑁𝑇(𝛿)  ندارد. باتوجه به این توضیحات ثابت

 2LBکمتر نیست و  2LBتوالی کامل از مقدار شود که تابع هدف هر می

 باشد.می مسألهیین برای یک حد پا

 iJهر وجود دارد. اگر  مسألهامکان ارائه یک حد پایین دیگر برای 

,𝑀𝑎𝑥{𝑇زمان و در Earlyδبعد از توالی جزئی  'δدر مجموعه  𝑟𝑖} 

مجموعه توان تعداد کارهای دارای دیرکرد را در بندی گردد میزمان

δ'  گردد. می ئهارا 3تخمین زد که در قالب قضیه 

رابطه  براساس موردنظر مسألهبرای  3LBمقدار حد پایین  .3قضیه 

 گردد.زیر محاسبه می

(31) 𝐿𝐵3 = 𝑁𝑇(𝛿) + 𝑁𝑇(𝛿′) 

با  'δمعادل با تعداد کارهای دارای دیرکرد مجموعه  𝑁𝑇(𝛿′)که مقدار 

,𝑀𝑎𝑥{𝑇درزمان  iJبندی هر زمان 𝑟𝑖} باشد. می 
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,𝑀𝑎𝑥{𝑇بندی کارها درزمان بافرض زمان اثبات: 𝑟𝑖}  هرiJ  از مجموعه

δ' شود و این کمترین زمان تکمیل در زودترین زمان ممکن شروع می

با این فرض دارای دیرکرد  iJهمراه خواهد داشت. اگر را برای آن کار به

های بعدی و حتی در توالی افزایش زمان شروع در موقعیت دلیلشود به

دارای زودکرد گردد ممکن  iJواقعی نیز دارای دیرکرد خواهد بود. اگر 

 دهای بعدی و درتوالی واقعی دارای دیرکرد و یا زودکردر موقعیتاست 

توان نتیجه گرفت که تعداد کارهای دارای شود. بااین توضیحات می

کمتر نخواهد  𝑁𝑇(𝛿′)از مقدار تخمینی  'δدیرکرد واقعی در مجموعه 

ی روی مقدار تأثیر، 'δبندی دلخواه کارهای مجموعه بود. ازآنجاکه زمان

𝑁𝑇(𝛿) 3توان ادعا کرد که مقدار ندارد میLB مقدار تابع از تر کوچک

کننده حد باشد و این بیانمی مسألههدف برای یک توالی کامل در 

 باشد. می مسألهبرای  3LBپایین بودن 

، حداکثر مقدار آن مسألهف سه حد پایین برای باتوجه به تعری

( 32رابطه ) براساسشود که حد پایین هر گره انتخاب می عنوانبه

 شود. محاسبه می

(32) 𝐿𝐵 = 𝑀𝑎𝑥{𝐿𝐵1, 𝐿𝐵2 , 𝐿𝐵3} 

 

 . نتایج محاسباتی5
پیشنهادی  وکرانشاخهجهت ارزیابی مدل ریاضی و الگوریتم 

بر ادبیات موضوع تولید و حل ای از مسائل تصادفی با تکیهمجموعه

در  وکرانشاخهو الگوریتم  GAMSافزار در نرم مسألهاند. مدل شده

روی کامپیوتر کدنویسی شده و مسائل بر  ++Cنویسی محیط برنامه

اند. در گیگا بایت حل شده 8گیگاهرتز و رم  4/3ای با سرعت هسته 5

 مسألهثانیه برای حل هر 4000محدودیت زمانی  وکرانشاخهالگوریتم 

جواب بهینه ای تا این زمان بهمسألهکه اگر طوریبهنظر گرفته شده در

حل نشده  مسأله عنوانبهتوقف شده و م مسألهنرسد رویه حل برای آن 

تحقیق شامل چهار  دراینگردد. نتایج محاسباتی در نتایج ارائه می

ها زمان پردازش پایه هرکار از توزیع باشد که درتمام آنمرحله می

و زمان ورود کارها نیز از توزیع  )100,0[یکنواخت گسسته دربازه 

تعداد کارها  nگردد که میتولید  [0,50.5nλ)یکنواخت پیوسته دربازه 

 . ]13[باشد متغیر کنترل می λو 

درمرحله اول نتایج محاسباتی عملکرد مدل ریاضی، الگوریتم 

گرفتن اصول غلبه و حدود  درنظربا  وکرانشاخهو الگوریتم  وکرانشاخه

شود که برای سهولت در ارائه نتایج پایین پیشنهادی بررسی می

شود. تعداد کارها برابر با گذاری مینام A3و  A1 ،A2با عنوان  ترتیببه

توزیع  براساسفرض شده، نرخ زوال  30و  25، 20، 15، 10، 5

 λیر کنترل شود و برای متغتولید می )1,0[یکنواخت پیوسته در بازه 

موعد تحویل نیز برای  گرفته شده است. درنظر 3و  1، 2/0نیز مقادیر 

صورت تصادفی از توزیع یکنواخت پیوسته در چهار بازه هرکار به

]maxC5,.0( ،]max,CmaxC5[. ،]max,C0(  و]maxC0,1.5(  ترتیببهکه 

1d  4تاd گردد و درآن شوند تولید مینامیده میmaxC  مقدار دامنه

نسبت براساسعملیات توالی ایجاد شده 
i ia b برای ]32[ باشدمی .

گردد که نتایج تصادفی تولید و حل می صورتبه مسأله 50هرحالت 

 ( ارائه شده است. 2دسته در جدول ) 12تفکیک آن به

تعداد نمونه بهینه و متوسط زمان حل درمدل ریاضی ( 2درجدول )

(A1 الگوریتم ،)وکرانشاخه (A2 و الگوریتم )درنظربا  وکرانشاخه 

( گزارش شده است. A3گرفتن اصول غلبه و حدود پایین پیشنهادی )

و  A3و  A2های بررسی شده در دوحالت همچنین متوسط تعداد گره

( خلاصه 2نیز در جدول ) A3های قطع شده در متوسط درصد کل گره

 A2های قطع شده درحالت شده است. ازآنجاکه متوسط درصد کل گره

باشد از ارائه آن درجدول خودداری شده است. برابر با صفر می تقریباً

دهد که مدل ریاضی تنها قادربه حل ستون تعداد نمونه بهینه نشان می

باشد فعالیت می 10بعاد فعالیت و برخی مسائل باا 5تمام مسائل با ابعاد 

نماید. برای حالت فعالیت را حل نمی 15یک از مسائل باابعاد و هیچ

A2  گرفتن اصول غلبه  درنظربدون  وکرانشاخهکه مربوط به الگوریتم

فعالیت، برخی از  5بر مسائل با ابعاد و حدود پایین است نیز علاوه

فعالیت حل  15عاد فعالیت و اندکی از مسائل بااب 10مسائل باابعاد 

فعالیت حل نشده است. این  20کدام از مسائل باابعاد گردیده ولی هیچ

دهد که نشان می A3حالی است که تعداد نمونه بهینه درحالت رد

فعالیت را حل  30پیشنهادی اکثر مسائل باابعاد  وکرانشاخهالگوریتم 

ز نشان نماید. همچنین مقایسه ستون مربوط به متوسط زمان حل نیمی

بهینه نیازبه  صورتبهبرای حل مسائل  A2و  A1دهد که حالت می

متوسط زمان حل  کهدرصورتیتوجهی دارند زمان بسیار بالا و قابل

بسیار پایین است. بنابراین بامقایسه تعداد نمونه بهینه و  A3درحالت 

توان به درجه پیچیدگی می A3و  A1های متوسط زمان حل در حالت

دهد که متوسط تعداد ( نشان می2برد. نتایج درجدول ) پی مسأله

به شدت  A3در مقایسه با حالت  A2های بررسی شده در حالت گره

 A2های قطع شده در بیشتر است. همچنین متوسط درصد کل گره

حداقل  A3این شاخص برای حالت  کهدرصورتیباشد صفر می تقریباً

نمونه بهینه، متوسط زمان حل،  درصد است. بامقایسه تعداد 85برابر با 

های قطع های بررسی شده و متوسط درصد کل گرهمتوسط تعداد گره

 وکرانشاخهم تیی الگوریاتوان کارمی A3و  A2شده در دوحالت 

 درنظرپیشنهادی و اثربخشی اصول غلبه و حدود پایین که برای آن 

 گرفته شده را نتیجه گرفت.

گرفتن اصول  درنظربا  وکرانشاخهدهد که الگوریتم نتایج نشان می

فعالیت درتمام  30غلبه و حدود پایین قادربه حل بهینه مسائل باابعاد 

باشد که درزمان مناسب می 9و  6، 5های جز در دستهها بهدسته

کارایی و اثربخشی این  دهندهنشان A2و  A1مقایسه آن باحالت 

توان ادعا ( می1بر ادبیات موضوع و جدول )شد. با تکیهباالگوریتم می

های مرتبط کیفیت کرد که الگوریتم پیشنهادی درمقایسه با پژوهش

برای  ]14[اشاره شد جعفری و مصلحی  طور که قبلاًبالایی دارد. همان

𝑃𝑖│1 مسأله = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑆𝑖│∑𝑈𝑖  فعالیت  28توانستند مسائل باابعاد

نیز موفق  ]13[حل نمایند. همچنین لی و همکاران بهینه  صورتبهرا 

𝑟𝑖│1 مسألهفعالیت برای  28به حل بهینه مسائل باابعاد  , 𝑃𝑖 = 𝑎𝑖 +

𝑏𝑆𝑖│𝐶𝑚𝑎𝑥  پژوهش دارای  دراینبررسی شده  مسألهشدند. ازآنجاکه

توان باشد بنابراین میاین دو تحقیق می بهنسبتپیچیدگی بیشتری 
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تم پیشنهادی و ابعاد مسائل حل شده شرایط نتیجه گرفت که الگوری

که الگوریتم موفق به حل تمام  9و  6، 5های مناسبی دارند. در دسته

فعالیت نشده است یا موعد تحویل از بازه  30مسائل با ابعاد 

]max,CmaxC5[.  تولید گردیده و یا مقدارλ  فرض شده است.  3برابر با

ها و زمان حل مسائل افزایش ، تعداد گرهnهمچنین با افزایش مقدار 

اتفاق افتاده است که  6که بدترین حالت در دسته طوریبهیابد می

برابر با  λو مقدار  .]max,CmaxC5[دارای موعد تحویل  زمانهم طوربه

ادامه باشد که دلایل آن درترین دسته مسائل میاست و جزء سخت 3

گردد. ستون متوسط درصد کل و درمراحل بعدی نتایج تشریح می

های قطع شده به کل نسبت تعداد گره کنندهبیانهای قطع شده گره

درصد  61/85باشد و این مقدار حداقل برابر با های بررسی شده میگره

دهد. البته این است که کارآیی بالای الگوریتم پیشنهادی را نشان می

، نرخ زوال و λهای مختلف متفاوت است و به مقادیر دسته شاخص در

این متغیرها روی  تأثیرباشد که درادامه موعد تحویل وابسته می

  گردد.الگوریتم پیشنهادی تحقیق می

 

 های مختلفدر دسته وکرانشاخه(: عملکرد الگوریتم 2)جدول 

 n λ دسته

بازه 

موعد 

 تحویل

تعداد نمونه بهینه 

  در
 متوسط زمان حل در

 

های بررسی شده متوسط تعداد گره

 در

متوسط درصد 

های کل گره

قطع شده در 
A3  

A1 A2 A3 A1 A2 A3 

 

A2 A3 

1 

5 

2/0  d1 

50 50 50  04/10  51/6  00/0  
 

08/1 E+02 30/8 E+00 50/94  

10 44 48 50  20/759  61/409  01/0  
 

27/3 E+06 92/6 E+02 88/93  

15 0 8 50  --- 03/3227  23/0  
 

18/1 E+12 57/4 E+06 10/92  

20 0 0 50  --- --- 75/14  
 

--- 11/9 E+10 52/94  

25 0 0 50  --- --- 83/51  
 

--- 85/5 E+14 66/92  

30 0 0 50  --- --- 67/420  
 

--- 20/1 E+16 03/95  

2 

5 

1 d1 

50 50 50  46/12  35/10  00/0  
 

09/1 E+02 22/1 E+01 67/90  

10 40 43 50  47/1001  00/807  03/0  
 

30/3 E+06 76/9 E+02 14/92  

15 0 6 50  --- 27/3519  46/2  
 

19/1 E+12 46/8 E+06 29/90  

20 0 0 50  --- --- 04/21  
 

--- 56/7 E+11 65/91  

25 0 0 50  --- --- 26/97  
 

--- 74/8 E+15 04/92  

30 0 0 50  --- --- 81/804  
 

--- 52/6 E+17 32/90  

3 

5 

3 d1 

50 50 50  23/11  91/12  02/0  
 

12/1 E+02 45/2 E+01 88/90  

10 38 40 50  51/1420  66/951  09/2  
 

37/3 E+06 34/2 E+03 51/92  

15 0 6 50  --- 45/3427  67/8  
 

22/1 E+12 31/4 E+07 60/91  

20 0 0 50  --- --- 31/59  
 

--- 33/3 E+12 73/90  

25 0 0 50  --- --- 06/371  
 

--- 09/5 E+16 03/89  

30 0 0 50  --- --- 12/1240  
 

--- 27/3 E+18 24/90  

4 

5 

2/0  d2 

50 50 50  03/14  60/13  15/0  
 

14/1 E+02 82/3 E+01 00/93  

10 40 41 50  10/1338  81/1094  64/2  
 

45/3 E+06 38/6 E+03 58/90  

15 0 7 50  --- 25/3507  21/7  
 

24/1 E+12 94/8 E+07 13/91  

20 0 0 50  --- --- 44/69  
 

--- 65/9 E+12 26/89  

25 0 0 50  --- --- 27/781  
 

--- 73/8 E+17 04/89  

30 0 0 50  --- --- 01/1236  
 

--- 85/9 E+19 63/91  

5 

5 

1 d2 

50 50 50  44/19  50/21  05/1  
 

16/1 E+02 14/5 E+01 12/91  

10 35 39 50  67/1672  03/1400  12/3  
 

52/3 E+06 54/8 E+03 63/89  

15 0 4 50  --- 49/3417  62/10  
 

27/1 E+12 43/5 E+08 31/90  

20 0 0 50  --- --- 87/109  
 

--- 24/8 E+13 14/90  

25 0 0 50  --- --- 25/1002  
 

--- 14/9 E+18 88/91  

30 0 0 47  --- --- 10/1784  
 

--- 15/7 E+21 72/89  
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 های مختلفدر دسته وکرانشاخه(: عملکرد الگوریتم 2) جدولادامه 

 n λ دسته

بازه 

موعد 

 تحویل

تعداد نمونه بهینه 

  در
  متوسط زمان حل در

متوسط تعداد گره بررسی 

 شده در

متوسط درصد 

های کل گره

قطع شده در 
A3  

A1 A2 A3 A1 A2 A3  A2 A3 

6 

5 

3 d2 

50 50 50  54/18  80/16  37/3   19/1 E+02 53/7 E+01 61/85  

10 38 32 50  1/1904  2/1640  61/7   59/3 E+06 01/9 E+04 14/87  

15 0 4 50  --- 2/3810  50/29   29/1 E+12 07/4 E+09 37/86  

20 0 0 50  --- --- 04/602   --- 96/6 E+14 28/89  

25 0 0 50  --- --- 7/1699   --- 02/4 E+20 75/90  

30 0 0 45  --- --- 9/3134   --- 64/5 E+23 20/87  

7 

5 

2/0  d3 

50 50 50  20/13  60/14  09/0   09/1 E+02 87/1 E+01 05/92  

10 38 35 50  9/1812  1/1583  24/1   34/3 E+06 03/6 E+03 33/90  

15 0 5 50  --- 0/3471  86/4   20/1 E+12 21/5 E+07 55/91  

20 0 0 50  --- --- 77/35   --- 71/6 E+11 43/92  

25 0 0 50  --- --- 95/425   --- 31/9 E+15 65/92  

30 0 0 50  --- --- 55/878   --- 51/4 E+18 14/90  

8 

5 

1 d3 

50 50 50  0/14  70/13  23/0   12/1 E+02 37/2 E+01 18/90  

10 37 42 50  2/1709  6/1843  40/2   37/3 E+06 24/7 E+03 23/91  

15 0 2 50  --- 9/3912  31/7   22/1 E+12 91/2 E+08 84/89  

20 0 0 50  --- --- 22/64   --- 37/7 E+12 77/91  

25 0 0 50  --- --- 34/762   --- 27/3 E+16 18/92  

30 0 0 50  --- --- 7/1236   --- 23/7 E+20 20/90  

9 

5 

3 d3 

50 50 50  3/16  00/16  95/0   14/1 E+02 75/3 E+01 33/92  

10 40 40 50  4/1820  9/1782  17/3   45/3 E+06 33/2 E+04 17/91  

15 0 5 50  --- 6/3614  88/14   24/1 E+12 82/6 E+08 78/89  

20 0 0 50  --- --- 11/173   --- 01/3 E+13 64/90  

25 0 0 50  --- --- 6/1049   --- 03/8 E+17 22/89  

30 0 0 48  --- --- 9/1841   --- 56/3 E+21 09/90  

10 

5 

2/0 d4 

50 50 50  40/11  70/10  00/0   60/9 E+02 12/2 E+00 50/96  

10 41 40 50  7/1642  2/1236  00/0   90/2 E+06 14/2 E+02 15/97  

15 0 18 50  --- 0/3162  01/0   01/1 E+12 63/1 E+03 29/95  

20 0 0 50  --- --- 91/3   --- 15/5 E+05 88/95  

25 0 0 50  --- --- 84/15   --- 81/9 E+08 06/99  

30 0 0 50  --- --- 25/203   --- 98/1 E+10 40/97  

11 

5 

1 d4 

50 50 50  20/10  63/12  00/0   01/1 E+02 72/6 E+00 67/97  

10 38 42 50  1/1590  3/1355  02/0   08/3 E+06 01/3 E+02 21/94  

15 0 16 50  --- 2/3385  12/1   11/1 E+12 13/8 E+03 54/95  

20 0 0 50  --- --- 88/7   --- 65/3 E+06 36/92  

25 0 0 50  --- --- 29/40   --- 92/1 E+09 37/90  

30 0 0 50  --- --- 4/500   --- 40/2 E+12 04/91  

12 

5 

3 d4 

50 50 50  61/11  45/13  00/0   06/1 E+02 05/1 E+01 19/96  

10 40 43 50  5/1627  9/1430  73/0   19/3 E+06 03/9 E+03 70/92  

15 0 12 50  --- 7/3427  30/4   15/1 E+12 13/3 E+05 08/90  

20 0 0 50  --- --- 09/25   --- 04/6 E+08 89/91  

25 0 0 50  --- --- 57/134   --- 05/6 E+10 51/89  

30 0 0 50  --- --- 72/968   --- 69/4 E+14 62/12  
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یی بالای الگوریتم اطور که اشاره گردید نتایج محاسباتی، کارهمان

وکران با درنظر گرفتن اصول غلبه و حدود پایین پیشنهادی را شاخه

یشنهادی منظور بررسی این موضوع که آیا الگوریتم پدهد. بهنشان می

باشد یا خیر لازم است که تحلیل آماری دقیقی دارای تأثیر معنادار می

زمینه صورت گیرد. باتوجه به شرایط مسأله از آزمون تحلیل  دراین

بر دو شاخص تعداد نمونه بهینه و متوسط زمان حل واریانس با تکیه

عبارت دیگر تأثیر بهره گرفته شده است. به A3و  A1 ،A2درسه حالت 

روی تعداد نمونه بهینه و متوسط زمان حل  A3و  A1 ،A2سه حالت 

براساس آزمون تحلیل واریانس بررسی شده است که حل نتایج این 

که  Sig( خلاصه گردیده است. باتوجه به مقادیر 3آزمون در جدول )

 A3و  A1 ،A2های که حالتتوان بیان کرد باشد میمی 000/0برابر با 

تأثیر بسیار معناداری روی تعداد نمونه بهینه و متوسط زمان حل مسأله 

 A2و  A2 بهنسبت A3که تعداد نمونه بهینه در حالت طوریدارند به

باشد. همچنین متوسط زمان حل نیز درحالت بیشتر می A1 بهنسبت

A3 تحلیل آماری  باشد. ایندو حالت دیگر بسیار کمتر می بهنسبت

باشد تحقیق می دراینیی بالای الگوریتم پیشنهادی اکننده کاربیان

که نتایج آن درمقایسه با دو حالت دیگر دارای اختلاف ایگونهبه

باشد.معناداری می

 

 روی تعداد نمونه بهینه و متوسط زمان حل مسأله A3و  A1 ،A2های (: بررسی تأثیر حالت3) جدول

 Sigمقدار  Fآماره  میانگین مربع درجه آزادی مجموع مربعات 

، A1تأثیر سه حالت 

A2  وA3  روی تعداد

 نمونه بهینه

 000/0 87/11 16/25 2 32/50 هابین گروه

   12/2 69 59/146 هاداخل گروه

    71 91/196 کل

، A1تأثیر سه حالت 

A2  وA3  روی متوسط

 زمان حل نمونه بهینه

 000/0 28/15 87/28 2 73/57 هابین گروه

   89/1 69 18/130 هاداخل گروه

    71 91/187 کل

 

روی عملکرد  λتأثیر متغیر کنترل در مرحله دوم نتایج محاسباتی، 

تعداد کارها برابر با مقدار  گردد کهوکران بررسی میالگوریتم شاخه

 .]max,CmaxC5[ها نیز از بازه فرض شده و موعد تحویل آن 15ثابت 
شود و در هرمرحله مقداردهی می 3تا  2/0از  λشود. متغیر تولید می

حالت برای آن  8که طوریبهگردد مقدار بعدی ایجاد می 4/0با افزایش 

بازه  5از  λازای هرمقدار به شود. نرخ زوال کارها نیزگرفته می درنظر

شود. تولید می] 8/0 ,1[و ] 6/0 ,8/0[، ]4/0 ,6/0[، ]4/0,2/0[، ]2/0,0[

تصادفی تولید و  صورتبه مسأله 1000برای هرحالت مرحله  دراین

متوسط زمان حل و تعداد گره  براساسحل گردیده است که نتایج آن 

( نشان 3( و )2در شکل ) ترتیببه وکرانشاخهبررسی شده در الگوریتم 

 داده شده است.

شود متوسط زمان حل ( مشاهده می2طور که ازشکل )همان

یابد اگرچه این افزایش برای افزایش می λالگوریتم با افزایش مقدار 

روند درتمام حالت افزایشی  باشد ولیتر کمتر میهای بزرگنرخ زوال

دارد. باتوجه به ثابت بودن تعداد کارها دلیل اصلی این روند به بازه 

اشاره  طور که قبلاًشود. همانمربوط می زمان ورود کارهاتولید مقادیر 

تولید  [0,50.5nλ)تصادفی از بازه  صورتبهزمان ورود کارها شد 

تری تولید زمان ورود کارها از بازه بزرگ λشود. با افزایش مقدار می

شود که این موضوع باعث کاهش تعداد دفعات استفاده از اصول می

شود. این منجربه افزایش متوسط غلبه و حدود پایین درالگوریتم می

های قطع های بررسی شده و کاهش متوسط درصد کل گرهتعداد گره

ن حل خواهد شد. روند گردد که نتیجه آن افزایش متوسط زماشده می

باشد این ادعا را ثابت ( می2( که مشابه روند شکل )3موجود در شکل )

که افزایش طوریبهتر شده سخت مسأله λکند که با افزایش مقدار می

همراه خواهد های بررسی شده و زمان حل را بهمتوسط تعداد گره

 داشت. 

در مرحله سوم  نوکراشاخهنرخ زوال روی عملکرد الگوریتم  تأثیر

 0گیرد. نرخ زوال کارها از مقدار از نتایج محاسباتی مورد بحث قرار می

 1/0و ... به طول  )2/0,1/0[، )1/0,0[بازه متفاوت  10در قالب  1تا 

گردد. تعداد کارها گذاری مینام b10تا  b1 صورتبهشود که تولید می

نیز برای  λبرای متغیر باشد و ها مانند مرحله دوم میو موعد تحویل آن

مرحله  دراینشود. فرض می 3و  1، 2/0هرحالت از نرخ زوال، مقادیر 

تصادفی تولید و حل شده  صورتبه مسأله 1000برای هرحالت نیز 

های بررسی شده درالگوریتم است که متوسط زمان حل و تعداد گره

 ( ارائه شده است. 5( و )4ترتیب درشکل )به

دهد که با افزایش مقدار نرخ زوال متوسط زمان نتایج نشان می

یابد که میزان کاهش آن های بررسی شده کاهش میحل و تعداد گره

تر کمتر است. درمرحله دوم نشان داده شد که متوسط بزرگ λبرای 

تر بیشتر بزرگ λقادیر های بررسی شده برای مزمان حل و تعداد گره

( و 4مرحله و براساس شکل ) درایناست و دلیل آن تشریح گردید که 

شود. دلیل کاهشی بودن دو پارامتر موردنظر ( نیز این ادعا تایید می5)

در نتیجه افزایش با افزایش نرخ زوال نیز به افزایش زمان تکمیل کارها و 

پایین در الگوریتم مربوط تعداد دفعات استفاده از اصول غلبه و حدود 

شود. هرچه نرخ زوال افزایش یابد زمان تکمیل کارها نیز افزایش می

گردد. ها مییابد که این باعث افزایش احتمال قطع شدن گرهمی

های بررسی شده های قطع شده افزایش و تعداد گرهبنابراین تعداد گره

باشد که در یابد و نتیجه آن کاهش زمان حل الگوریتم میکاهش می

 مرحله دوم نیز چنین روندی مشاهده گردید که مؤید این ادعا است.
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 λبه مقدار  باتوجهوکران های بررسی شده در الگوریتم شاخهمتوسط تعداد گره :(2)شکل 

 

 
 λبه مقدار  باتوجهوکران متوسط زمان حل الگوریتم شاخه :(3)شکل 

 

 
 مقادیر نرخ زوال باتوجهوکران های بررسی شده در الگوریتم شاخهمتوسط تعداد گره :(4)شکل 
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 به مقادیر نرخ زوال باتوجهوکران متوسط زمان حل الگوریتم شاخه :(5)شکل 

 

وکران در بررسی تأثیر موعد تحویل روی عملکرد الگوریتم شاخه

تولید و  ]2/0 ,3/0[شود. نرخ زوال کارها از بازه مرحله چهارم انجام می

شود. فرض می 15و تعداد کارها برابر با  3و  1، 2/0مقادیر  λبرای متغیر 

، )maxC5,.0[موعد تحویل کارها نیز مشابه مرحله اول از چهار بازه 

]max,CmaxC5[. ،]max,C0(  و]maxC0,1.5( 1 صورتکه بهd  4تاd 

مشابه دو آزمایش قبلی برای گردد. انتخاب می شودکدگذاری می

رت تصادفی تولید و حل شده است که صومسأله به 1000هرحالت 

 ( نشان داده شده است. 7( و )6نتایج آن در شکل )

های با دستهدر هر دو مرحله قبل بیان گردید که مسائل مربوط به

λ های بررسی شده تر دارای متوسط زمان حل و تعداد گرهبزرگ

مرحله نیز این موضوع تایید شده است.  دراینبیشتری است که 

های شود متوسط تعداد گره( مشاهد می7( و )6) ر که در شکلطوهمان

 بهنسبت d4و  d1بررسی شده و زمان حل برای مسائل با موعد تحویل 

جزء  ترتیببهی این دسته مسائل عبارتبهسایر مسائل کمتر بوده و 

کارها مقادیر  باشند. وقتی موعد تحویلساده و ساده می مسائل نسبتاً

بسیار کوچک یا  ترتیببهبزرگ یا کوچک هستند مقدار تابع هدف 

بسیار بزرگ خواهد بود که این باعث افزایش تعداد دفعات استفاده از 

های اصول غلبه و حدود پایین درالگوریتم و همچنین افزایش تعداد گره

 d4و  d1موضوع در مسائل مربوط به گروه  شود. اینقطع شده می

گیر های قطع شده کاهش چشمافتد و با افزایش تعداد گرهاتفاق می

همراه دارد. های بررسی شده و زمان حل در مسائل را بهتعداد گره

ازطرفی دیگر مسائلی که موعد تحویل کارها دارای مقادیر متوسط است 

های بررسی ان حل و تعداد گرهکه متوسط زمطوریبهباشد تر میسخت

ترین مسائل مربوط دهد که سخت( نشان می7( و )6شده در شکل )

  ید نتیجه فوق است.ؤباشد که ممی d3و  d2ه با موعد تحویل دستبه
 

 

 
 به بازه موعد تحویل باتوجهوکران های بررسی شده در الگوریتم شاخهمتوسط تعداد گره :(6)شکل 
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 به بازه موعد تحویل باتوجهوکران متوسط زمان حل الگوریتم شاخه :(7)شکل 

 

 گیری. نتیجه6
مورد بررسی  روبه زوالهای بندی فعالیتزمان مسألهمقاله یک  دراین

یک  براساسها قرار گرفته شد که درآن زمان پردازش واقعی فعالیت

ها شود. نرخ زوال کارها و زمان ورود آنتابع خطی محاسبه می

غیریکسان فرض شده و هدف حداقل کردن تعداد کارهای دارای 

 NP-hard مسألهی باشد. نشان داده شد که درجه پیچیدگدیرکرد می

 مسألهارائه و جهت حل  مسألهاست بنابراین یک مدل ریاضی برای 

 منظوربهپیشنهاد گردید.  وکرانشاخهبهینه یک رویکرد  صورتبه

ارزیابی الگوریتم پیشنهاد شده نتایج محاسباتی شامل چهار مرحله 

طراحی و اجرا شده است. نتایج نشان داد که الگوریتم پیشنهادی قادر 

فعالیت درزمان مناسب برای اکثر دسته  30به حل مسائل با ابعاد 

یی بالاتری اباشد که درمقایسه با تحقیقات مشابه کارمسائل مختلف می

های قطع شده توسط الگوریتم پیشنهادی حداقل دارد. درصد کل گره

یی بالای آن است. اکار دهندهنشانباشد که درصد می 85.61برابر با 

، نرخ زوال و موعد تحویل نشان داد که λت روی مقادیر تحلیل حساسی

شود. همچنین تر میو کاهش نرخ زوال مسائل سخت λبا افزایش مقدار 

شود تولید می .]max,CmaxC5[مسائلی که موعد تحویل کارها ازبازه 

ها بیشتر تر بوده و متوسط زمان حل آندیگر مسائل سخت بهنسبت

های ابتکاری یا فراابتکاری و مقایسه آن بانتایج است. استفاده ازالگوریتم

ده مورد بررسی در آینتواند این تحقیق ازجمله پیشنهاداتی است که می

تواند با اضافه شدن فرض محدودیت می مسألهقرار گیرد. همچنین این 

های در محیط مسألهگرفته شود. بررسی  درنظردسترسی به ماشین نیز 

 ده توسط محققین انجام گیرد. در آینتواند چندماشین نیز می
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 پیوست

  :2 اثبات لم

(33) 𝑆𝑖(𝛿1) = 𝑆𝑖 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑖} = 𝑇 

(34) 𝐶𝑖(𝛿1) = 𝑃𝑖 + 𝑆𝑖 = (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖) + 𝑆𝑖 = 𝑎𝑖 +
(1 + 𝑏𝑖)𝑆𝑖 = 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑇  

(35) 𝑆𝑗(𝛿1) = 𝑆𝑗 = 𝑀𝑎𝑥{𝐶𝑖(𝛿1), 𝑟𝑗} = 𝑀𝑎𝑥{𝑎𝑖 +

(1 + 𝑏𝑖)𝑇, 𝑟𝑗} = 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑇  

(36) 

𝐶𝑗(𝛿1) = 𝑃𝑗 + 𝑆𝑗 = (𝑎𝑗 + 𝑏𝑗𝑆𝑗) + 𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)(𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑇)  

(37) 𝑆𝑗(𝛿2) = 𝑆𝑗 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑗} = 𝑇  

(38) 
𝐶𝑗(𝛿2) = 𝑃𝑗 + 𝑆𝑗 = (𝑎𝑗 + 𝑏𝑗𝑆𝑗) + 𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑆𝑗 = 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑇 

(39) 𝑆𝑖(𝛿2) = 𝑆𝑖 = 𝑀𝑎𝑥{𝐶𝑗(𝛿2), 𝑟𝑖} = 𝑀𝑎𝑥{𝑎𝑗 +

(1 + 𝑏𝑗)𝑇, 𝑟𝑖} = 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑇  

(40) 

𝐶𝑖(𝛿2) = 𝑃𝑖 + 𝑆𝑖 = (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖) + 𝑆𝑖  

= 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑆𝑖 = 

𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)(𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑇) 

(41) 
𝑇(1 + 𝑏𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑏𝑖𝑏𝑗) + 𝑎𝑖𝑏𝑗 < 

𝑇(1 + 𝑏𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑏𝑖𝑏𝑗) + 𝑎𝑗𝑏𝑖  

( باعث برقراری 40( و )36( و درنظر گرفتن روابط )41وجود رابطه )

 گردد. رابطه زیر می

(42) 𝐶𝑗(𝛿1) ≤ 𝐶𝑖(𝛿2)  

رابطه  1δدر توالی  jJو  iJباتوجه به فرض زودکرددار شدن هر دو کار 

 زیر برقرار است.

(43) 𝑁𝑇(𝛿1) = 𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦) 

دیرکرددار گردد بنابراین  2δدر توالی  jJو  iJازطرفی ممکن است 

 گردد.رابطه زیر برای این توالی برقرار می

(44) 
𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2)

≤ 𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦)

+ 2 

 ( رابطه زیر برقرار خواهد شد. 45( و )44بامقایسه روابط )

(45) 𝑁𝑇(𝛿1) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2) 

𝐶𝑗(𝛿1)باتوجه به برقراری دو رابطه  ≤ 𝐶𝑖(𝛿2)  و𝑁𝑇(𝛿1) ≤

𝑁𝑇(𝛿2) 1گردد که توالی ، ثابت میزمانطور همبهδ  2برδ  غالب

 باشد.می

  :3 اثبات لم

(46) 𝑆𝑖(𝛿1) = 𝑆𝑖 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑖} = 𝑟𝑖 

(47) 𝐶𝑖(𝛿1) = 𝑃𝑖 + 𝑆𝑖 = (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖) + 𝑆𝑖 = 𝑎𝑖 +
(1 + 𝑏𝑖)𝑆𝑖 = 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑟𝑖  

(48) 𝑆𝑗(𝛿1) = 𝑆𝑗 = 𝑀𝑎𝑥{𝐶𝑖(𝛿1), 𝑟𝑗} = 𝑀𝑎𝑥{𝑎𝑖 +

(1 + 𝑏𝑖)𝑟𝑖 , 𝑟𝑗} = 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑟𝑖  

(49) 

𝐶𝑗(𝛿1) = 𝑃𝑗 + 𝑆𝑗 = (𝑎𝑗 + 𝑏𝑗𝑆𝑗) + 𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)(𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑟𝑖)  

(50) 𝑆𝑗(𝛿2) = 𝑆𝑗 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑗} = 𝑇  

(51) 
𝐶𝑗(𝛿2) = 𝑃𝑗 + 𝑆𝑗 = (𝑎𝑗 + 𝑏𝑗𝑆𝑗) + 𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑆𝑗 = 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑇 

(52) 𝑆𝑖(𝛿2) = 𝑆𝑖 = 𝑀𝑎𝑥{𝐶𝑗(𝛿2), 𝑟𝑖} = 𝑀𝑎𝑥{𝑎𝑗 +

(1 + 𝑏𝑗)𝑇, 𝑟𝑖} = 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑇  

(53) 

𝐶𝑖(𝛿2) = 𝑃𝑖 + 𝑆𝑖 = (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖) + 𝑆𝑖  

= 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑆𝑖 = 

𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)(𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑇) 

(54) 
𝑟𝑖(1 + 𝑏𝑖)(1 + 𝑏𝑗) + 𝑎𝑖𝑏𝑗 < 

𝑇(1 + 𝑏𝑖)(1 + 𝑏𝑗) + 𝑎𝑗𝑏𝑖  

( باعث برقراری رابطه زیر 53( و )49( و روابط )54وجود رابطه )

 گردد.می

(55) 𝐶𝑗(𝛿1) ≤ 𝐶𝑖(𝛿2)  

رابطه  1δدر توالی  jJو  iJباتوجه به فرض زودکرددار شدن هر دو کار 

 زیر برقرار است.

(56) 𝑁𝑇(𝛿1) = 𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦) 

دیرکرددار گردد بنابراین  2δدر توالی  jJو  iJازطرفی ممکن است 

 گردد.رابطه زیر برای این توالی برقرار می

(57) 
𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2)

≤ 𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦)

+ 2 

 ( رابطه زیر برقرار خواهد شد. 57( و )56با مقایسه روابط )

(58) 𝑁𝑇(𝛿1) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2) 

𝐶𝑗(𝛿1)زمان دو رابطه باتوجه به برقراری هم ≤ 𝐶𝑖(𝛿2)  و

𝑁𝑇(𝛿1) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2)1گردد که توالی ، ثابت میδ  2برδ  غالب

 باشد.می

  :4 اثبات لم

(59) 𝑆𝑖(𝛿1) = 𝑆𝑖 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑖} = 𝑇 

(60) 𝐶𝑖(𝛿1) = 𝑃𝑖 + 𝑆𝑖 = (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖) + 𝑆𝑖 = 𝑎𝑖 +
(1 + 𝑏𝑖)𝑆𝑖 = 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑇  

(61) 𝑆𝑗(𝛿1) = 𝑆𝑗 = 𝑀𝑎𝑥{𝐶𝑖(𝛿1), 𝑟𝑗} = 𝑀𝑎𝑥{𝑎𝑖 +

(1 + 𝑏𝑖)𝑇, 𝑟𝑗} = 𝑟𝑗  

(62) 

𝐶𝑗(𝛿1) = 𝑃𝑗 + 𝑆𝑗 = (𝑎𝑗 + 𝑏𝑗𝑆𝑗) + 𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗  

(63) 𝑆𝑗(𝛿2) = 𝑆𝑗 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑗} = 𝑟𝑗  

(64) 
𝐶𝑗(𝛿2) = 𝑃𝑗 + 𝑆𝑗 = (𝑎𝑗 + 𝑏𝑗𝑆𝑗) + 𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑆𝑗 = 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗 
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(65) 𝑆𝑖(𝛿2) = 𝑆𝑖 = 𝑀𝑎𝑥{𝐶𝑗(𝛿2), 𝑟𝑖} = 𝑀𝑎𝑥{𝑎𝑗 +

(1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗 , 𝑟𝑖} = 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗   

(66) 
𝐶𝑖(𝛿2) = 𝑃𝑖 + 𝑆𝑖 = (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖) + 𝑆𝑖  

= 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑆𝑖 = 

𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)(𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗) 

(67) 
𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗 < 

𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)(𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗)  

( باعث برقراری 66( و )62( و درنظر گرفتن روابط )67وجود رابطه )

 گردد.رابطه زیر می

(68) 𝐶𝑗(𝛿1) ≤ 𝐶𝑖(𝛿2)  

رابطه  1δدر توالی  jJو  iJباتوجه به فرض زودکرددار شدن هر دو کار 

 زیر برقرار است.

(69) 𝑁𝑇(𝛿1) = 𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦) 

دیرکرددار گردد بنابراین  2δدر توالی  jJو  iJازطرفی ممکن است 

 گردد.رابطه زیر برای این توالی برقرار می

(70) 
𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2)

≤ 𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦)

+ 2 

 ( رابطه زیر برقرار خواهد شد. 70( و )69بامقایسه روابط )

(71) 𝑁𝑇(𝛿1) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2) 

𝐶𝑗(𝛿1)باتوجه به برقراری دو رابطه  ≤ 𝐶𝑖(𝛿2)  و𝑁𝑇(𝛿1) ≤

𝑁𝑇(𝛿2) 1گردد که توالی ، ثابت میزمانطور همبهδ  2برδ  غالب

 باشد.می

  :5 اثبات لم

(72) 𝑆𝑖(𝛿1) = 𝑆𝑖 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑖} = 𝑟𝑖 

(73) 𝐶𝑖(𝛿1) = 𝑃𝑖 + 𝑆𝑖 = (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖) + 𝑆𝑖 = 𝑎𝑖 +
(1 + 𝑏𝑖)𝑆𝑖 = 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑟𝑖  

(74) 𝑆𝑗(𝛿1) = 𝑆𝑗 = 𝑀𝑎𝑥{𝐶𝑖(𝛿1), 𝑟𝑗} = 𝑀𝑎𝑥{𝑎𝑖 +

(1 + 𝑏𝑖)𝑟𝑖 , 𝑟𝑗} = 𝑟𝑗  

(75) 𝐶𝑗(𝛿1) = 𝑃𝑗 + 𝑆𝑗 = (𝑎𝑗 + 𝑏𝑗𝑆𝑗) + 𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗  

(76) 𝑆𝑗(𝛿2) = 𝑆𝑗 = 𝑀𝑎𝑥{𝑇, 𝑟𝑗} = 𝑟𝑗  

(77) 
𝐶𝑗(𝛿2) = 𝑃𝑗 + 𝑆𝑗 = (𝑎𝑗 + 𝑏𝑗𝑆𝑗) + 𝑆𝑗 

= 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑆𝑗 = 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗 

(78) 𝑆𝑖(𝛿2) = 𝑆𝑖 = 𝑀𝑎𝑥{𝐶𝑗(𝛿2), 𝑟𝑖} = 𝑀𝑎𝑥{𝑎𝑗 +

(1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗 , 𝑟𝑖} = 𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗   

(79) 
𝐶𝑖(𝛿2) = 𝑃𝑖 + 𝑆𝑖 = (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑆𝑖) + 𝑆𝑖  

= 𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)𝑆𝑖 = 

𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)(𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗) 

(80) 
𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗 < 

𝑎𝑖 + (1 + 𝑏𝑖)(𝑎𝑗 + (1 + 𝑏𝑗)𝑟𝑗)  

( باعث برقراری 79( و )75( و درنظر گرفتن روابط )80رابطه )وجود 

 گردد.رابطه زیر می

(81) 𝐶𝑗(𝛿1) ≤ 𝐶𝑖(𝛿2)  

رابطه  1δدر توالی  jJو  iJباتوجه به فرض زودکرددار شدن هر دو کار 

 زیر برقرار است.

(82) 𝑁𝑇(𝛿1) = 𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦) 

دیرکرددار گردد بنابراین  2δدر توالی  jJو  iJازطرفی ممکن است 

 گردد.رابطه زیر برای این توالی برقرار می

(83) 
𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2)

≤ 𝑁𝑇(𝛿𝑜) + 𝑁𝑇(𝛿𝑇𝑎𝑟𝑑𝑦)

+ 2 

 ( رابطه زیر برقرار خواهد شد. 83( و )82بامقایسه روابط )

(84) 𝑁𝑇(𝛿1) ≤ 𝑁𝑇(𝛿2) 

𝐶𝑗(𝛿1)باتوجه به برقراری دو رابطه  ≤ 𝐶𝑖(𝛿2)  و𝑁𝑇(𝛿1) ≤

𝑁𝑇(𝛿2) 1گردد که توالی ، ثابت میزمانطور همبهδ  2برδ  غالب

 باشد.می
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In this paper, the single machine scheduling problem with linear 

deteriorating jobs under release times is considered where the objective is to 

minimize the number of tardy jobs. The problem is proved NP-hard according 

to the literature review. At first, a mathematical model is presented to the 

problem and a Branch and Bound algorithm with considering dominance rules 

and lower bounds is supposed to solve the problem optimally. Computational 

results are presented in four parts to evaluate the performance of the proposed 

algorithm and the effect of related parameters on the algorithm. According to 

the variance analysis test, it was found that the efficiency of the branch and 

bound algorithm is high so that it is able to solve the most problems with job 

size 30 within a reasonable time and the average percentage of entire 

fathomed nodes in all the problems is at least 85.61 percentage. It was also 

shown the problems with larger λ and smaller deterioration rates are difficult 

and the average solution time of the algorithm is high for them. On the other 

hand, if the due date of the jobs was big or small, the problem will be simple 

and the solution time is less than the problems with medium due dates  
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