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 اطلاعات مقاله  خلاصه

مختلف، رشد  یهاشده در حوزه هیسنجش تعب یهاستمیمدرن و س یاانهیرا یهایفناور شرفتیبا پ

از اطلاعات هستند.  یشده وجود دارد که منبع غن دیتول یهادر حجم، تنوع و سرعت داده یریگچشم

 یهاروش کهبا ابعاد بالا هستند  افتهیساختار دهیچیپ یهانوع داده ترینمهماز  یکی یتنسور یهاداده

 یسازنهیدر به یادیکاربرد ز یتنسور یونیرگرس یها. مدلستندیها نداده از نوع نیقادر به حل ا یسنت

 رییوجود دارند که با تغ مسأله یورود عنوانبه یمستقل عدد ریمتغ یتعداد هاآن دردارد که  یمسائل

 یرهایارائه شده است که متغ یونیمطالعه، مدل رگرس نیا کرد. در جادیرا ا یبهتر یخروج توانیم هاآن

جبر  یهااز روش یااست. مجموعه یتنسور صورتبهپاسخ آن  ریو متغ یعدد صورتبهمستقل آن 

 هاآندرون مجموعه نقاط در فضا و ارتباط  یکردن الگوها دایپ منظوربه یتنسور یکردهایو رو یخط

 نیا یزشیمثال انگ عنوانبه یشاشاغت یاصطکاک یشده است. جوشکار شنهادیپ فرآیند یرهایبا متغ

شده است.  یسیکدنو Rافزار در نرم یشنهادیگرفته شده است. مدل پ درنظر جینتا دییتأ یمطالعه برا

 یپارامترها میبا تنظ هافرآیند یخروج ینیبشیدر پ یعملکرد خوب یشنهادیداد که مدل پنشان جینتا
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 105مقدمه. 1
های تولید شده حجم، تنوع و سرعت دادهتوجهی در امروزه رشد قابل

ها و ابزارها در ها، تجهیزات، حسگرها، دوربین، ماشینهاانتوسط انس

خورد که سرشار از اطلاعات ارزشمند چشم میها بهفرآیندبسیاری از 

توانند انواع عددی نیستند و می صورتبهها صرفاً هستند. این داده

ها ر، ویدئو، صدا، متن و دیگر دادهها از جمله تصویمختلفی از داده

های اخیر های ذاتی، در سالوجود پیچیدگی دلیلبهباشند که 

موردتوجه بسیاری از محققان قرار گرفته است. مطالعات بسیار زیادی 

های بزرگ تأکید ت دادهاند که براهمیی مختلف منتشر شدههادر زمینه

 افزارسختو  افزارنرم. در صنایع تولیدی، تعداد زیادی [1]کنند می

وری های ارزشمندی را برای افزایش کارایی و بهرهوجود دارند که داده

عدم وجود روش کافی برای  دلیلبه، اما [2]دهند ها ارائه میسیستم
 

 
 نورالسناءرسول * نویسنده مسئول: 

 rassoul@iust.ac.ir: پست الکترونیکی

شوند و برای آوری نمیها جمع، بسیاری از این دادهوتحلیلتجزیه

ها دارای ابعاد بالا و روند. تقریباً تمام این دادهیهمیشه از دست م

های جدیدی را ازلحاظ نظری و پیچیدگی ساختاری هستند که چالش

 آورند.وجود میهای کلاسیک بهبه روشمحاسباتی نسبت

های یادگیری ماشین رویکردی قدرتمند برای حل استفاده از روش

یده وجود دارد. در مطالعه های باساختار پیچداده درآنمسائلی است که 

شود که رگرسیون یکی این موضوع اشاره میبه [3]مولود و عبدالعزیز 

های آماری و یادگیری ماشین است. در ترین روشترین و جامعاز رایج

 ترینمهمنیز روش رگرسیون یکی از  [4]مطالعه موریلا و همکاران 

بینی ابزار یادگیری ماشین جهت پیش عنوانبههایی است که الگوریتم

عملکرد مورد استفاده قرار گرفته است. رگرسیون یک تکنیک آماری 

بینی و گسترده برای پیش صورتبهدر یادگیری ماشین است که 
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از برازش خط،  بااستفادهشناخت ارتباط بین متغیرها و شکل این روابط 

که شود؛ طورییها استفاده ممنحنی، صفحه یا ابرصفحه روی داده

از تغییر در  بااستفادهتوان تغییر در مقدار متغیر وابسته را راحتی میبه

مقدار یک متغیر مستقل و ثابت بودن سایر متغیرهای مستقل شناسایی 

کرد. منظور از برازش توسط مدل رگرسیونی، برآورد پارامترهای مدل 

ها از جمله زمینهتوسعه داده شده است. رگرسیون تقریباً در بسیاری از 

مهندسی، فیزیک، اقتصاد، مدیریت، علوم زیستی، بیولوژی و علوم 

های بینی موردنیاز است. در طول سالاجتماعی برای برآورد و پیش

سازی بر روی مسائل های مختلف رگرسیونی جهت پیادهگذشته مدل

های رگرسیونی گوناگون توسعه داده شده است. ازجمله این مدل

 ، ستیغی[7]چندکی ، [6]، لجستیک [5]به رگرسیون خطی توان می

، [12]های اصلی لفهؤ، م[11]، شبکه الاستیک [10]، لاسو [9]

، [15]، ترتیبی [14]، بردار پشتیبان [13]کمترین مربعات جزئی 

، کاکس [18]، شبه پواسون [17]ای منفی ، دوجمله[16]پواسون 

اشاره کرد. یکی از بزرگترین  [21]و تابعی  [20]، کمترین زاویه [19]

تواند رخ دهد این است ها میکارگیری از این مدلاشتباهاتی که در به

، یک مدل اشتباه مسألهآگاهی نداشتن یا ساده کردن حل  دلیلبهکه 

، درواقعنیاز دارد انتخاب شود.  مسألهو مغایر با مدلی که ذات اصلی 

 و نوع داده آن انتخاب شود. مسألهباتوجه به مدل رگرسیونی باید دقیقاً 

های بسیار مهمی که در ادبیات موضوع رگرسیون توجه یکی از داده

زیادی به آن نشده است یا در مطالعات موردی صنعتی تعداد کمی 

های تنسوری با های رگرسیون برای دادهکار گرفته شده است، مدلبه

های با ابعاد بالا هستند که مرتبه بالا است. تنسورها یکی از انواع داده

آورند. تنسور ارمغان میبه وتحلیلتجزیههای زیادی را برای فرصت

تعمیم مفاهیم عددها، بردارها و  منظوربهعنصری هندسی است که 

توانند از مرتبه شوند. تنسورها میا به ابعاد بالاتر معرفی میهماتریس

تنسورهای  ترتیببهنهایت تعریف شوند. عدد، بردار و ماتریس صفر تا بی

های و بالاتر را با نام آرایه 3هستند. تنسورهای مرتبه  2و  1مرتبه صفر، 

اد ای چندبعدی از اعد، تنسور آرایهدرواقعشناسند. چندبعدی نیز می

است که در یک جدول با یک ساختار مشخص در کنارهم چیده 

های سازی و کار با دادهتنسور از ابزارهای مفید برای ذخیرهاند. شده

مفاهیم جبری باشد. در دسترس است می هاآنزیاد که چند ویژگی از 

تفصیل بیان شده است به [22]های تنسوری در مطالعه کُلدا و بدَرِ داده

 استفاده شده است. هاآنن مطالعه نیز از که در ای

دنبال حل مدل رگرسیونی هستیم که متغیرهای در این مطالعه به

تنسوری باشد.  صورتبهعددی و متغیر پاسخ آن  صورتبهمستقل آن 

با  ی رگرسیونیاضیمدل ر کیمقاله توسعه  نیا یاصل ینوآور درواقع

حل آن  چگونگیو  یپاسخ تنسور ریو متغ یمستقل عدد یرهایمتغ

گرفته  درنظر باشد رهایکمتر از تعداد متغ یلیها ختعداد نمونه کهزمانی

سازی مسائلی دارد شود. این مدل رگرسیونی کاربرد زیادی در بهینهمی

وجود  مسألهورودی  عنوانبهتعدادی متغیر مستقل عددی  هادرآنکه 

جی بهتری را که از نوع تنسور است توان خرومی هاآندارند که با تغییر 

های ایجاد شده در این مدل رگرسیونی وجود ایجاد کرد. یکی چالش

های رگرسیونی با تعدادی بیش از یک چندصد متغیر است که اگر مدل

شوند. این موضوع، مقدار مشخص متغیر کار کنند، با شکست مواجه می

یادگیری ماشین  استفاده از تجزیه تنسور را برای کاهش متغیر در

های تنسوری که تعمیمی از راستا تجزیه دراینکند. ضروری می

های ماتریسی هستند ارائه داده شده و مورد استفاده قرار تجزیه

به گیرند. روش پیشنهادی تنسوری ارائه شده در این مطالعه نسبتمی

توان به سه ویژگی بینی کیفیت، میسایر مطالعات انجام شده در پیش

 کم یمحاسبات یدگیچی، پی بسیار پایینپارامتر یابعاد فضایار مهم بس

 اشاره کرد.مدل  ریتفس تیقابل همچنین بهبود و

زیر سازماندهی شده است. مرور ادبیات  صورتبهادامه مقاله 

مدل رگرسیون با  3معرفی شده است. در بخش  2موضوع در بخش 

ای آن گذاری پایهو نشانه متغیر پاسخ تنسوری و متغیر مستقل عددی

سازی در بخش ارائه شده است. مثال انگیزشی مطالعه و مطالعات شبیه

ارائه شده  5در بخش ری و مطالعات آتی یگانجام شده است. نتیجه 4

 است.

 

 . پیشینه تحقیق2
های زیادی توسعه داده شده برای تجزیه تنسورهای با ابعاد بالا روش

در بین انواع  معرفی شده است. [23]در  هاآناست که تعداد زیادی از 

 CP [25]و تجزیه  [24]های تجزیه تنسور، تجزیه توکر زیادی از روش

ها را توضیح تفصیل این روشبه [22]اند. مقاله بیشترین توجه را داشته

های مروری بر مطالعاتی که از روش [26]همچنین مقاله  داده است.

های دههای تنسوری مرتبط با دابرای داده CPتجزیه توکر و تجزیه 

های روش اند انجام داده است.های بیمارستانی استفاده کردهمراقبت

 طوربهیافته روش تحلیل مؤلفه اصلی یا نسخه تعمیم CPتجزیه توکر و 

. در تعدادی از [23] خاص، تعمیم روش تجزیه مقادیر منفرد هستند

تجزیه مقدار منفرد مرتبه بالا معرفی مطالعات روش تجزیه توکر با نام 

نام تجزیه یک روش تجزیه مرتبه بالا به [28]در مقاله  .[27]شده است 

های تنسوری مربوط به هندسه ابزار مقدار منفرد مرتبه بالا برای داده

ای با آن مجموعهاز  بااستفادهجوشکاری فراصوتی ارائه شده است که 

 [29]مقاله  های مرتبه بالا استخراج شده است.ابعاد کمتر از داده

های انتقال فوریه سریع، تجزیه موجک، تحلیل مؤلفه اصلی و روش

ها ارائه ها از دادههای غالب را برای استخراج ویژگیشناسایی ویژگی

 داده است.

چارچوب تحلیل مؤلفه اصلی چندخطی را برای  [30]مقاله 

های تنسوری ارائه کرده است که الگوریتمی استخراج ویژگی از داده

شود. تبدیل می مسألهاصلی به چندین زیر  مسألهتکراری است و درآن 

های مربوط از تجزیه تنسور برای استخراج ویژگی از داده [31]مقاله 

استفاده از تجزیه تنسور ته است. به تصاویر خاکستری و رنگی پرداخ

خورد که نشان از اهمیت چشم میهای مختلفی بهدر مطالعات و زمینه

توان به پردازش سیگنال، ها میو مفید بودن آن است. ازجمله این زمینه

کاوی، عددی، داده وتحلیلتجزیهجبرخطی عددی، بینایی کامپیوتر، 

برای  [32]کرد که در مقاله گراف و علوم اعصاب اشاره  وتحلیلتجزیه
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 ها مقالات و کتب زیادی معرفی شده است. مقالههرکدام از این زمینه

کاربردی  صورتبهآن را  وتحلیلتجزیهمفاهیم مربوط به تنسور و  [33]

روش حداقل مربع جزئی را  [35]، [34]های مقالهتوضیح داده است. 

 اند.گرفته درنظربرای کاهش بعد 

که استفاده از رگرسیون تنسوری مزایای زیادی مخصوصاً زمانی

بسیار بیشتر از تعداد نمونه در دسترس  مسألهتعداد متغیر تأثیرگذار در 

باشد دارد. از جمله مزایایی که در ادبیات موضوع اشاره شده است 

گیری تعداد زیادی عامل تأثیرگذار درنظرهمچون توان به مواردی می

 درنظرها و فضای پارامتری متفاوت درکنار یکدیگر، کاهش بعُد داده

گرفته شده در مدل، بهبود تفسیرپذیری مدل و کاهش پیچیدگی 

 .[36]محاسباتی اشاره کرد 

که بیشتر این  اندمطالعات کمی رگرسیون تنسوری را بررسی کرده

مدلی  [37]های اخیر اتفاق افتاده است. مطالعه سالمطالعات هم در 

 درنظررا ارائه داده است که درآن تنها متغیرهای مستقل تنسوری 

گرفته شده است که ایده اصلی آن کاهش بعُد فضای پارامترهای 

 مسألهو حل  CPرگرسیون با اعمال یک روش تجزیه مانند تجزیه 

مدل رگرسیونی ارائه داده است  [38]رگرسیون خطی است. مطالعه 

ها و چالش [39]که متغیر مستقل و وابسته تنسوری دارد. مقاله 

سازی از مدل بااستفادهدون نقص را راهکارهای موجود برای تولید ب

مطرح  درآنهای تنسوری نیز کند که دادهتشریح می فرآیندهای داده

چارچوبی کلی را ارائه کرده است که درآن به  [40]مطالعه  شده است.

عدی برای متغیرهای بینی خطی انواع متغیرهای از نوع آرایه چند بُپیش

خروجی عدد از ورودی ورودی و خروجی مدل رگرسیون از جمله 

 تنسور، ماتریس از ماتریس یا تنسور از عدد پرداخته است.

در پایان نامه خود مدل رگرسیونی ارائه کرده است  [41]ساز زره

متغیر مستقل  عنوانبهکه درآن انواع متغیرها از جمله متغیر تنسوری 

-گرفته شده است. در این مطالعه نقطه ماکزیمم نمودار تنش درنظر

از متغیرهای اولیه، تابع نیرو و تصویر حرارتی  بااستفادهکرنش 

های تنسوری، های کاهش بعُد در دادهیکی از راهبینی شده است. پیش

به رگرسیون مطالعات مربوط های تجزیه تنسور است.استفاده از روش

گوا و همکاران وعات پزشکی انجام شده است. تنسوری بیشتر در موض

 ت بدن و سن انسانتخمین ژست سر، ژسمدل رگرسیون برای  [37]

عددی ارائه داده است  صورتبهبا متغیر مستقل تنسوری و متغیر پاسخ 

رگرسیون  مسألهکاهش بعُد پارامترهای مدل و حل آن با که درآن به 

مدل رگرسیون برای تصاویر  [36]لی و همکاران  خطی پرداخته است.

تنسور و متغیر  صورتبهمتغیر مستقل  درآنعصب ارائه کرده است که 

عددی است. از روش تجزیه تنسور برای حل مدل ارائه  صورتبهپاسخ 

های اختلالات نوروژنیک و شناسایی بیماری شده استفاده شده است.

رودی تصویر از مدل چندمتغیره با و بااستفادهمربوط به نواحی مغز 

ژو  انجام شده است. [42]کاران مژانگ و هفرم تنسوری در مطالعه به

از مدل خطی  بااستفادهبینی نتیجه بالینی به پیش [43]و همکاران 

هو و همکاران  اند.فرم تنسوری پرداختهتعمیم یافته با ورودی تصویر به

قل تنسوری متغیر مست عنوانبهنیز در مطالعه خود از تصاویر مغز  [44]

، [45]اسپنسر و همکاران  بینی بیماری استفاده کرده است.برای پیش

پاسخ مدل رگرسیونی با متغیر  یسازمدل منظوربه یزیروش ب کی

 مستقل تنسور ارائه کرده است که درآن از روش ریمتغ کی و عددی

 وتحلیلتجزیهاستفاده شده است. دراین مطالعه تنسور توکر  هیتجز

گرفته شده  درنظر مریآلزا یهااز داده بااستفاده یعصب یربرداریتصو

های اخیر مطالعات دیگری نیز وجود دارد که متغیر پاسخ . در سالاست

گرفته شده  درنظرتنسوری  صورتبهعددی و متغیر مستقل  صورتبه

 تنسوری ونیمدل رگرس کی [48]. ژو و همکاران [47]، [46]است 

تنسور و تعدادی  صورتبهآن  اند که متغیر پاسخارائه داده یکینامید

گرفته شده است.  درنظرکننده ینیبشیپ عنوانبهمتغیر مستقل 

سنجی مدل ارائه شده توسط دو مطالعه موردی در تصاویر صحت

 شناسی و مطالعات تبلیغاتی دیجیتال بررسی شده است. عصب

 

. مدل رگرسیون با متغیر پاسخ تنسوری و متغیر مستقل 3

 عددی
درک آسان معادلات ارائه شده، تعدادی از نمادهای استفاده  منظوربه

حروف  صورتبهشود. مقادیر عددی شده در مقاله درادامه معرفی می

حروف کوچک ضخیم )یعنی  صورتبه(، بردارها xکوچک کج )یعنی 

xیعنی  صورتبهها (، ماتریس( حروف بزرگ ضخیمX و تنسور )

 (Xخوشنویسی )یعنی  بزرگ حروف ورتصبههای چندبعدی( )آرایه

 شود.گرفته می درنظر
حال بدون ازدست دادن کلیت مدل، سادگی و درعین منظوربه

این مطالعه با متغیر پاسخ تنسوری دوبعدی ارائه  رروش پیشنهادی د

توان با افزودن ابعاد دیگر به تنسورهای مرتبه راحتی میشده است که به

نمونه  Nبالاتر توسعه داد. فرض کنید یک مجموعه آموزشی با اندازه 

Yiدر دسترس است که متغیرهای پاسخ تنسوری با  ∈ ℝ
𝐷1×𝐷2; 𝑖 =

1, … , 𝑁  و بردار متغیرهای مستقل مربوطه باxi ∈ ℝ
𝑃;  𝑖 =

1, … , 𝑁 شود. که درآن نشان داده می𝐷1  و𝐷2  ابعاد تنسوری مرتبه

تعداد ضرایب رگرسیون  Pستون ماتریس( و  𝐷2ردیف و  𝐷1دوم )

گرفته شده، بردار  درنظرهای درهر نمونه است. در هریک از نمونه

 صورتبهعضو است که  Pیک بردار با تعداد  صورتبهمتغیرهای مستقل 

xij; 𝑖 = 1, … , 𝑁, 𝑗 = 1,… , 𝑃 شوند. هریک از عضوهای تعریف می

متغیرهای مستقل مدل رگرسیونی در یک نمونه خاص، اثری برروی 

ضریب رگرسیونی  عنوانبهمتغیر پاسخ همان نمونه دارد که این اثر 

ازای بیانی دیگر در یک نمونه مشخص، بهشوند. بهگرفته می درنظر

,xijهریک از عناصر بردار متغیرهای مستقل  𝑖 = 1, … , 𝑁 یک ضریب ،

Aijشود که با گرفته می درنظرتنسوری با ابعادی مانند متغیر پاسخ  ∈

ℝ𝐷1×𝐷2;  𝑖 = 1, … , 𝑁, 𝑗 = 1,… , 𝑃 درواقعشود. نشان داده می ،

 Ai𝒋xij صورتبهام بر متغیر پاسخ jام، اثر متغیر مستقل iدر نمونه 

گردد. همچنین برای هریک از متغیرهای مستقل خطای تعریف می

Eiتصادفی  ∈ ℝ
𝐷1×𝐷2 , 𝑖 = 1, … , 𝑁 شود. گرفته می درنظر

از  بااستفاده Yiبینی متغیر پاسخ رگرسیون تنسوری که هدف آن پیش

 شود.( تعریف می1معادله ) صورتبه xiمتغیرهای مستقل 
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(1) Yi = (Ai1xi1 + Ei1) + (Ai2xi2 + Ei2) + ⋯

+ (A
iP
xiP + EiP), 𝑖 = 1,… , 𝑁 

Eijکه درآن  ∈ ℝ
𝐷1×𝐷2;  𝑖 = 1, … , 𝑁, 𝑗 = 1,… , 𝑃  خطای

گرفته  درنظرام که غیرقابل کنترل است، iام در نمونه jتصادفی عنصر 

( بازنویسی 2معادله ) صورتبه( 1شود. حالت ساده شده معادله )می

 شود.می

(2) Yi =∑Ai𝒋xi𝑗

𝑃

𝑗=1

+∑Eij

𝑃

𝑗=1

, 𝑖 = 1,… , 𝑁 

Aijمجموعه ضرایب تنسوری  ∈ ℝ
𝐷1×𝐷2;  𝑖 = 1, … , 𝑁, 𝑗 =

1,… , 𝑃 ( را با یک تنسور مرتبه بالاتر و 2در معادله )صورتبه A ∈

ℝ𝐷1×𝐷2×𝑃 گیریم.می درنظر 

T صورتبه Rدر حالت کلی، تنسور مرتبه  ∈ ℝ𝐹1×𝐹2×…×𝐹𝑅 

 Tتنسور  rی بعُد حالت نشان دهنده 𝐹𝑟شود که درآن نمایش داده می

( 3مدل رگرسیون تنسوری ) صورتبهتوان ( را می2است. معادله )

 گرفت. درنظر

(3) Yi =A ×3 Xi + 𝐸𝑖   , 𝑖 = 1, … , 𝑁 

Aکه درآن عبارت  ×3 Xi  ضرب تنسورA ∈ ℝ𝐷1×𝐷2×𝑃  ازطرف

Xiبعُد سوم با ماتریس  ∈ ℝ
𝑃×1;  𝑖 = 1, … , 𝑁  ،است؛ همچنین

𝐸𝑖مجموع خطاهای تصادفی موجود یعنی  𝐸𝑖عبارت  = ∑ Eij
𝑃
𝑗=1 

 باشد.می

Tدر حالت کلی، ضرب تنسور  ∈ ℝ𝐹1×𝐹2×…×𝐹𝑅  از طرف بعُد𝐹𝑟 

Wبا یک ماتریس  ∈ ℝ𝐷×𝐹𝑟 صورتبه T ×𝑟 W شود نمایش داده می

𝐹1که خروجی آن تنسوری با بعُد  × …× 𝐹𝑟−1 × 𝐷 × 𝐹𝑟+1 ×

…× 𝐹𝑅 آید. چگونگی محاسبه ضرب می دستبهr به حالته مربوط

( تعریف 4عنصری در معادله ) صورتبهس ذکر شده یتنسور و ماتر

 شود.می

(4) 
(T ×𝑟 W)𝑓1,…,𝑓𝑟−1,𝑑,𝑓𝑟+1,…,𝑓𝑅

=∑ T𝑓1,…,𝑓𝑟,…,𝑓𝑅𝑤𝑑𝑓𝑟
𝐹𝑟

𝑓𝑟=1
 

(، حالت 4سادگی مفهوم چگونگی محاسبه معادله ) منظوربه

 ( ارائه شده است.5تنسوری و چگونگی حل آن در معادله )

(5) G = T ×𝑟 W  ⇔   𝐆(f) = 𝐖𝐓(f) 

تنسورهای  fمدل ماتریس شده حالت  ترتیببه 𝐓(f)و  𝐆(f)که درآن 

G  وT عنصر تنسوری  هاآنهستند که در(𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑅 ) به عنصر

𝑓𝑟)ماتریسی  , 𝑑) شود.تبدیل می 

 شود.( تعریف می6له )د( در معا3حالت تنسوری شده معادله )

(6) y =A ×3 𝐗 + ε 

yکه درآن  ∈ ℝ𝐷1×𝐷2×𝑁  وε ∈ ℝ𝐷1×𝐷2×𝑁 های داده ترتیببه

Xدهند. همچنین، عبارت متغیر پاسخ و خطای تصادفی را نشان می ∈

ℝ𝑃×𝑁  ماتریس متغیرهای مستقل است که همه بردارهایXi  را دریک

 ماتریس ترکیب کرده است.

های از روی داده A(، هدف پیدا کردن مقدار 6در معادله )

از روش  بااستفادهآوری شده است که حل مستقیم آن جمع

سازی تابع احتمال منفی مخصوصاً در مسائلی که ابعاد تنسوری کمینه

برازش بشود. بنابراین دراین مطالعه تواند منجربه بیشآن زیاد باشد، می

 شود.برای کاهش بعُد تنسور استفاده می توکراز روش تجزیه 

های اصلی مرتبه بالا است که درآن مؤلفهنوعی تحلیل  ه توکرتجزی

ای های عامل و یک تنسور هستهای از ماتریسیک تنسور به مجموعه

Aیک تنسور مرتبه سوم مانند  توکرشود. تجزیه تجزیه می ∈

ℝ𝐷1×𝐷2×𝑃  معادله  صورتبهکه دراین مطالعه نیز مورد بررسی است

 شود.( تجزیه می7)

(7) A ≈ Q ×1 𝐒 ×2 𝐓 ×3 𝐔 ⇒ 

Â = Q ×1 𝐒 ×2 𝐓 ×3 𝐔 

Sکه درآن،  ∈ ℝ𝐷1×𝐼 ،T ∈ ℝ𝐷2×𝐽  وU ∈ ℝ𝑃×𝐾 عنوانبه 

Qهای عامل و ماتریس ∈ ℝ𝐼×𝐽×𝐾 درنظرای تنسور هسته عنوانبه 

، Sهای عامل تعداد اجزای ماتریس ترتیببه Kو  I ،Jشوند. گرفته می

T  وU ( 7(، مدل ماتریس شده معادله )5هستند. باتوجه به معادله )

(، 8معادله ) 3 صورتبهارائه شده  3حالت تنسور مرتبه  3هر  ازایبه

 شود.گرفته می درنظر( 10( و )9)

(8) 𝐀(1) ≈ 𝑺𝐐(1)(𝐔⨂𝐓)
′ 

(9) 𝐀(2) ≈ 𝐓𝐐(2)(𝐔⨂𝐒)
′ 

(10) 𝐀(3) ≈ 𝐔𝐐(3)(𝐓⨂𝐒)
′ 

 ⊗ی ترانهاده یک ماتریس و نماد دهندهنشان 'که درآن، علامت 

ی ضرب کرانکر دو ماتریس است. ضرب کرانکر دو ماتریس دهندهنشان

Q ∈ 𝑅𝑙1×𝑙2  وW ∈ 𝑅𝑚1×𝑚2 صورتبه Q⊗W  است که یک

𝑙1𝑚1ماتریس با ابعاد  × 𝑙2𝑚2 دستبهشود. مقادیر ماتریس ایجاد می 

 شود.محاسبه می (11معادله ) صورتبهآمده 

(11) Q⊗𝐖 = [

𝑞11𝐖 … 𝑞1𝑙2𝐖

⋮ ⋱ ⋮
𝑞𝑙11𝐖 … 𝑞𝑙1𝑙2𝐖

] 

مجموع تنسورهای رتبه یک که از  صورتبهتوان ( را می7معادله )

های عامل های ماتریسضرب خارجی بردارهای مربوط به ستون

مجموع  صورتبه( تنسور ضرایب 12آید نوشت. در معادله )می دستبه

 تنسورهای رتبه یک تجزیه شده است.

(12) A ≈∑∑∑ q
𝑑1𝑑2𝑝

𝐬𝒅𝟏 ∘ 𝐭𝒅𝟐 ∘ 𝐮𝒑

𝐾

𝑘=1

𝐽

𝑗=1

𝐼

𝑖=1

 

𝐬𝒅𝟏ضرب خارجی بین بردارها و  ∘، علامت درآنکه  ∈ ℝ
𝐷1; 𝑑1 =

1,… , 𝐷1 ،𝐭𝒅𝟐 ∈ ℝ
𝐷2; 𝑑2 = 1,… , 𝐷2  و𝐮𝒑 ∈ ℝ

𝐷1; 𝑝 =

1,… , 𝑃  محاسبه  صورتبهمربوط به تنسور ضرایب  توکراست. تجزیه

 شود.( تعریف می13عنصری در معادله )

(13) 
a𝑑1𝑑2𝑝 ≈∑∑∑ q

𝑑1𝑑2𝑝
𝑠𝑑1𝑖𝑡𝑑2𝑗𝑢𝑝𝑘

𝐾

𝑘=1

𝐽

𝑗=1

;

𝐼

𝑖=1

 𝑑1

= 1,… , 𝐷1, 𝑑2 = 1,… , 𝐷2, 𝑝
= 1,… , 𝑃 

(، از روش تجزیه مقدار مفرد مرتبه بالاتر یا 7برای حل معادله ) 

. تابع هدفی که برای این [22]استفاده شده است  HOSVDاختصار به

 شود.( تعریف می14معادله ) صورتبهگرفته شده است  درنظرمنظور 
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(14) 
𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 ‖A− Â‖

2

⇒ 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 ‖A
−  Q ×1 𝐒 ×2 𝐓 ×3 𝐔‖2 

Tمعرف مفهومی به نام نُرم تنسور  ‖T‖که درآن علامت  ∈

ℝ𝐹1×𝐹2×…×𝐹𝑅  شود.ه می( محاسب15معادله ) صورتبهاست که 

(15) ‖T‖ = √∑ ∑ … ∑ 𝑡𝑓1𝑓2…𝑓𝑅
2

𝐹𝑅

𝑓𝑅=1

𝐹2

𝑓2=1

𝐹1

𝑓1=1

 

ای تعریف شده است که اختلاف گونه( تابع هدف به14در معادله )

حداقل شود.  Âو مقدار تخمین زده شده آن  Aبین تنسور واقعی 

جای همدیگر توان بهارز است و می( هم16له )د( با معا14معادله )

 استفاده نمود.

(16) Maximize Q =A ×1 S
′ ×2 T

′ ×3 U
′ 

های محدودیت( در کنار 16( یا معادله )14تابع هدف معادله )

شود که در این گرفته می درنظر( 19( و )18(، )17های )معادله

 ی ماتریس یکه است.دهندهنشان Iمعادلات، 

(17) 𝑆′𝑆 = 𝐼 

(18) 𝑇′𝑇 = 𝐼 

(19) 𝑈′𝑈 = 𝐼 

 SVDبرخلاف روش تجزیه مقدار منفرد مرتبه پایین )روش 

 HOSVDفرم بسته برای حل مسائل  صورتبهمعمولی(، روش حل 

تکراری  صورتبه مسألهیت، درواقع HOSVDوجود ندارد. برای حل 

جز یک های عامل بهصورت که تمامی ماتریسشود. به اینحل می

گرفته شده و مقدار جواب ماتریس عاملی  درنظرماتریس عامل ثابت 

شود. این روش برای تمام گرفته نشده است محاسبه می درنظرکه ثابت 

کد ارائه شده ( شبه1شود. شکل )های عامل دیگر تکرار میماتریس

 صورتبه HOSVD مسألهدهد که برای حل را نشان می [27]توسط 

 تکراری استفاده شده است.

 

 های عاملمقداردهی اولیه برای تمامی ماتریس
 V(𝑛) ∈ ℝ𝐼𝑛×𝑘𝑛 ; 𝑛 = 1,… , 𝑁 

 تا رسیدن به همگرایی یا حداکثر تکرار، تکرار کنید

𝑛برای  = 1,… ,𝑁 انجام دهید 
 Gمحاسبه تنسور  •

G =A ×1 V
(𝟏)′…×𝑛−1 V

(𝒏−𝟏)′ ×𝑛+1 V
(𝒏+𝟏)′…×𝑁 V

(𝑵)′ 

صورت بعٌد مریوط به تنسور ایجاد شده به

ℝ𝑘1×…𝑘𝑛−1×𝐼𝑛×𝑘𝑛+1×…𝑘𝑁 است 

 Gماتریسی کردن تنسور  •

 دست آمدهبر روی ماتریس به SVDاعمال  •

در صورتیکه  V(𝑛)انتخاب ماتریس عامل  •

 بردار منفرد چپ باشد 𝑘𝑛جلوتر از 

Q =A ×1 V
(𝟏)′ ×2 V

(𝟐)′…×𝑁 V
(𝑵)′ 

شود اگر برای ، متوقف میkبررسی شرط همگرایی: در هر تکرار 

𝑛تمام  = 1,… ,𝑁 مقدار ،‖V𝑘
(𝑛)
− V𝑘−1

(𝑛)
کوچکتر از یک عدد  ‖

 باشد. εکوچک مانند 

های ( و ماتریسQای )برگرداندن مقادیر مربوط به تنسور هسته

 (V(𝑵)، ... و V(𝟏) ،V(𝟐)عامل )

 HOSVD تمیکد مربوط به الگورشبه(: 1شکل )

( و محاسبه تنسور 1کد ارائه شده در شکل )از شبه بااستفادهبنابراین، 

 بااستفادهرا  yتوان مقدار متغیر پاسخ تنسوری راحتی می، بهAضرایب 

 محاسبه کرد. Xاز مقادیر عددی متغیر مستقل ورودی 
 

 سازی. مثال انگیزشی و مطالعات شبیه4
نوین جوشکاری درحالت  یک روش جوشکاری اصطکاکی اغتشاشی

های آلومنیومی و فولادی پرکاربرد در که برای اتصال ورق جامد است

صنایع مهمی همچون ساخت تجهیزات هوافضا، خودروسازی، 

سازی، سکوهای دریایی، کامپیوترها و آهن، مترو، کشتیهواپیمایی، راه

شکل  اینهاستوا یک ابزاردر این روش شود. رباتیک استفاده می

کمک آن سرعت ند متصل شده و بهغیرمصرفی به یک دستگاه فرز مان

کند. ابزار درحال چرخش با یک نیرویی به پایین فشار دورانی پیدا می

هم ای که قرار است بهشود تا وارد درز اتصال بین دو قطعهداده می

قطعات براثر حرارت ایجاد شده از اصطکاک بشود. لبه جوش داده شوند، 

در حال چرخش، مواد خمیری بین ابزار و قطعه، خمیری شده و ابزار 

ای که ابزار رود. ناحیههم زده و با سرعت پیشروی مناسب جلو میرا به

گویند. درآنجا در حال حرکت است را اصطلاحاً ناحیه اغتشاش می

شوند هم متصل میو دو قطعه به ناحیه خنک شدهاز عبور ابزار، این پس

صورت عمل جوشکاری بدون ذوب و بدون ماده پرکننده که در این

( مراحل جوشکاری اصطکاکی اغتشاشی را 2شود. شکل )انجام می

 دهد.نشان می
 

 )الف(

 

 )ب(
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 )ج(

 
درز دو  نیب یو ورود ابزار جوشکار یآغاز جوشکار )الف((: 2شکل )

 انی)ب( حرکت ابزار در لبه دو قطعه و )ج( پا ،یورق مورد جوشکار

 یو خروج ابزار جوشکار یجوشکار

 

ای تنش پسماند در جوشکاری اصطکاکی اغتشاشی از اهمیت ویژه

عنوان متغیر پاسخ مدل رگرسیونی برخوردار است که دراین مطالعه به

از اعمال که پسدرنظر گرفته شده است. تنش پسماند تنشی است 

ای به یک جسم تنش خارجی مانند تغییرات حرارتی یا تغییرات سازه

سازی مطالعات نسبتاً خوبی از روش مدلماند. جامد، درآن باقی می

رگرسیون برای پیدا کردن رابطه بین تنش پسماند و متغیرهای مستقل 

مختلف در روش جوشکاری اصطکاکی اغتشاشی برای دستیابی به 

ت با کیفیت بالا استفاده شده است. در اکثر این مطالعات محصولا

صورت عددی درنظر گرفته متغیرهای پاسخ مربوط به تنش پسماند به

های رگرسیون ساده استفاده شده است. این درحالی اند و از مدلشده

صورت است که تنش پسماند در سرتاسر قطعه وجود دارد و باید به

درنظر گرفته شود. نادیده گرفتن ساختار  تنسور مرتبه دوم از اعداد

ای را ایجاد نماید. تنسوری تنش پسماند ممکن است نتایج گمراه کننده

در که بررسی جامعی  [49]در کتاب ارائه شده توسط لواسر و چِن 

اند، متغیرهای مستقل زیادی جوشکاری اصطکاکی اغتشاشی داشته

گذارند. دو متغیر یر میمعرفی شده است که بر ایجاد تنش پسماند تأث

عنوان دو متغیر به (WS) و سرعت جوشکاری (RS) سرعت دورانی

مهمی که تأثیر زیادی بر ایجاد تنش پسماند دارد معرفی شده است. 

دو متغیر مستقل مدل رگرسیونی عنوان این دو متغیر در این مطالعه به

 درنظر گرفته شده است.

بینی سازی برای ارزیابی عملکرد روش پیشنهادی برای پیششبیه

تنسوری هستند انجام شده  صورتهای آن بهکیفیت مسائلی که داده

عدد درنظر گرفته شده  100است. یک مجموعه آموزشی با اندازه نمونه 

شوند. که با روش جوشکاری اصطکاکی اغتشاشی جوش داده میاست 

پردازش  یکسانی یفرآیند یها بااستفاده از روش و پارامترهاتمام نمونه

 ه،یبر ثان متریلیم 10 یسرعت جوشکار متر،یلیم 10 نیند. قطر پاهشد

 3 ابزار و قطعه بیش هیزاو قه،یدور در دق 800سرعت چرخش ابزار 

ها هریک از این نمونه است. یمخروط یاابزار استوانه نیپشکل درجه و 

نمایی از یک نمونه جوش داده شوند. به سه قسمت فرضی تقسیم می

های ( نشان داده شده است که در هریک از قسمت3شده در شکل )

روش سوراخکاری یجاد شده نقاطی برای محاسبه تنش پسماند بها

دست آمده تنش پسماند برای هریک درنظر گرفته شده است. اعداد به

𝐷1صورت یک تنسور مرتبه دوم با ابعاد از این مجموعه نقاط به = 3 

𝐷2در  = متغیر عنوان شود که بهایجاد می ℝ3×5عبارتی یا به 5

هر قسمت ایجاد شده دارای دو متغیر  شود.گرفته میپاسخ مدل درنظر 

مستقل سرعت دورانی و سرعت جوشکاری است که تعداد متغیر 

متغیرهای پاسخ تنسوری با  بنابراین، شود.می P=6مستقل برابر با 

Yi ∈ ℝ
3×5; 𝑖 = 1,… و بردار متغیرهای مستقل مربوطه  100,

xiبا  ∈ ℝ
6;  𝑖 = 1,…  شود.نشان داده می 100,

 نمونه 100از  یکی یپاسخ برا متغیر برآورددر  ماندهیباق یخطا

که  5در  3عدد است )ضرب دو عدد  15درنظر گرفته شده که تعداد 

𝐷1تنسور مرتبه دوم باابعاد توسط  = 𝐷2در  3 = ایجاد شده  5

 نشان داده شده است. (1) در جدول است(،
 

 
 یاصطکاک یقطعه جوش داده شده به روش جوشکار ینما(: 3شکل )

 محاسبه تنش پسماند یشده برا جادیا یهاو سوراخ یاغتشاش
 

 (1جدول )

26-  81 52 85 28-  

Yi 29-  87 57 84 30-  

26-  78 51 82 24-  

1/26-  2/84  8/53  0/81  5/29-  

𝒀𝒊̂ 5/27-  2/94  5/60  5/88  3/31-  

6/26-  1/71  8/46  3/81  7/24-  

1/0  2/3-  8/1-  0/4  5/1  

Error 5/1-  2/7-  5/3-  5/4-  3/1  

6/0  9/6  2/4  7/0  7/0  

 

 15 ینمونه که هر کدام دارا 100 ینمودار پاسخ و برآورد آن برا

 نشان داده شده است. (4) نقطه است در شکل
 

 
 نمونه 100(: مقدار متغیر پاسخ و برآورد آن برای 4شکل )
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هیستوگرام و شکل توزیع خطای برآورد متغیر پاسخ برای (: 5شکل )

 نمونه 100
 

در برآورد  ماندهیباق یخطاهیستوگرام و شکل توزیع مربوط به 

به های مربوط( نشان داده شده است. داده5در شکل )پاسخ  ریمتغ

خطاها نشان ازاین است که خطا دارای توزیع نرمال با میانگین صفر و 

 است. 10واریانس 

های آموزش و مدل ارائه شده در این مطالعه، بااستفاده از داده

𝐴̂صورت یک تنسور مرتبه سوم تنسور ضرایب به ∈ ℝ3×5×6  تخمین

های زیر که در ماتریسشود. تنسور ضرایب تخمین زده شده زده می

 شود.هایی از صفحات تنسور ضرایب است نشان داده میبرش

 
-0.019 0.054 0.036 0.083 -0.025 

A1̂= -0.008 0.085 0.016 0.107 0.001 

-0.003 0.015 0.011 0.054 0.001 
      

-0.017 0.048 0.035 0.048 -0.017 

A2̂= -0.009 0.031 0.017 0.032 -0.011 

-0.005 0.030 0.010 0.028 -0.011 
      

-0.010 -0.020 0.018 -0.013 -0.021 

A3̂= -0.016 0.074 0.034 0.056 -0.022 

-0.009 0.026 0.021 0.020 0.002 
      

-0.010 0.020 0.021 0.016 -0.008 

A4̂= -0.018 0.038 0.035 0.037 -0.016 

-0.010 0.014 0.020 0.014 -0.006 
      

-0.005 0.119 0.009 0.110 0.001 

A5̂= -0.012 -0.006 0.018 -0.03 -0.010 

-0.019 0.088 0.035 0.076 -0.035 
      

-0.005 0.015 0.010 0.016 -0.006 

A6̂= -0.009 0.020 0.018 0.020 -0.009 

-0.018 0.040 0.035 0.040 -0.016 

 

سازی این مطالعه که تابع پاسخ ارائه شده در شبیهباتوجه به این

شده است، صورت تنسور مرتبه دوم یا همان ماتریس درنظر گرفته به

دست امکان حل دقیق مسأله وجود دارد که مقدار ضرایب تنسور به

2.022356آمده با حل دقیق بادقت بسیار بالایی ) × 10−16 )

شبیه به ضرایب تنسوری تخمین زده شده با مدل ارائه شده در این 

بعدی تنسور ضرایب تخمین زده شده در باشد. تصویر سهمطالعه می

 ست.( ارائه شده ا6شکل )

 

 

 
 زده شده نیتخم بیتنسور ضرا یبعدسه ریتصو(: 6شکل )

 

های عامل ( و ماتریسQای )تنسور فوق ازترکیب تنسور هسته

(V(𝟏) ،V(𝟐)  وV(𝟑)به )ای که دست آمده است. مقدار تنسور هسته

 های زیر رائه شده است.صورت یک تنسور است در ماتریسبه
0.2802 0.0184 -0.0059 0.0002 0.0009 

𝐐1= -0.0015 0.0115 0.0063 0.0067 0.0009 

-0.0007 -0.0092 0.0041 0.0020 0.0012 
      

-0.0015 -0.0247 0.0288 -0.0048 0.0012 

𝐐2= -0.1558 0.0427 -0.0084 0.0014 0.0015 

-0.0161 -0.0341 -0.0007 0.0176 -0.0002 
      

-0.0037 0.0411 0.0217 0.0046 -0.0007 

𝐐3= 0.0119 0.0265 0.0054 -0.0019 -0.0010 

-0.0560 -0.0110 -0.0077 -0.0065 -0.0003 
      

-0.0009 0.0174 0.0100 0.0034 -0.0004 

𝐐4= -0.0012 0.0106 -0.0036 -0.0022 -0.0001 

0.0196 0.0088 -0.0032 0.0059 -0.0006 
      

-0.0009 0.0054 -0.009 0.0063 0.0003 

𝐐5= 0.0004 0.0012 -0.0091 0.0011 0.0007 

0.0019 -0.0108 0.0058 0.0013 -0.0005 
      

-0.0003 -0.0075 0.0027 0.0012 0.0003 

𝐐6= 0.0052 0.0118 0.0041 0.0032 0.0004 

0.0037 -0.0054 0.0022 -0.0029 0.0004 

های دست آمده نیز در ماتریسهای عامل بهمقادیر مربوط به ماتریس

 زیر ارائه شده است.
-0.701 0.452 -0.551 

V(𝟏)= -0.466 -0.876 -0.125 

-0.539 0.17 0.825 
 

-0.124 -0.374 0.036 -0.189 -0.899 

V(𝟐)= 

0.658 -0.117 0.742 0.039 -0.02 

0.248 0.703 -0.147 0.484 -0.434 

0.688 -0.304 -0.652 -0.088 0.024 

-0.128 -0.51 -0.01 0.849 0.051 
 

-0.578 0.436 0.602 0.307 -0.062 -0.124 

V(𝟑)= 

-0.358 0.04 0.081 -0.563 0.201 0.712 

-0.207 0.516 -0.578 0.045 0.564 -0.191 

-0.242 0.214 -0.24 -0.564 -0.613 -0.379 

-0.611 -0.704 -0.132 0.035 0.187 -0.278 

-0.251 0.02 -0.471 0.517 -0.476 0.469 

های آموزشی بااستفاده از تنسور ضرایب تخمین زده شده از داده

های تست بررسی بینی آن را برروی دادهتوان دقت پیشراحتی میبه

نمونه قطعه جوش داده شده جهت  30منظور تعداد کرد. برای این

دست بینی درنظر گرفته شده است. مقدار خطای بهآزمون دقت پیش
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نسوری بااستفاده از مقدار پارامتر تخمین زده آمده برای متغیر پاسخ ت

دست آمد که نشان به 011/0شده و متغیرهای عددی مستقل حدود 

 از دقت بالای روش پیشنهادی است.

 

 بندی. نتیجه و جمع5
بینی سازی و پیشمنظور کمیر این مقاله، مدل رگرسیون تنسوری بهد

های مخرب توسعه یافته آزمایشکیفیت خروجی فرآیند بدون انجام 

است. توسعه یک مدل ریاضی با متغیرهای مستقل عددی و متغیر 

ها خیلی کمتراز ه تعداد نمونهپاسخ تنسوری و روش حل آن درحالیک

های عنوان نوآوری اصلی این مقاله نسبت به روشتعداد متغیرها باشد به

 شود.موجود درنظر گرفته می

عنوان مثال انگیزشی برای اغتشاشی بهروش جوشکاری اصطکاکی 

اعتبارسنجی نتایج درنظر گرفته شده است. مدل پیشنهادی بااستفاده 

 کدنویسی شده است. Rافزار از الگوریتم تجزیه تنسور در نرم

های مخرب زیادی مانند آزمایش در فرآیندهای مختلف، آزمایش

زمون کشش، آزمایش خستگی، سطح تنش پسماند، آزمون ضربه و آ

شوند. بااستفاده از مدل سختی جهت تعیین کیفیت فرآیند انجام می

توان بااستفاده از متغیرهای تابعی پیشنهادی، خروجی فرآیندها را می

های مخرب با دقت خیلی خوب کننده و بدون انجام آزمایشبینیپیش

 .بینی کردپیش

جهت بهبود و توسعه مدل پیشنهادی برای مطالعات آتی دو 

 -2درنظرگیری همبستگی بین متغیرها و درون متغیرها و  -1ضوع مو

درنظرگیری سایر متغیرهای مهم ازجمله متغیرهای تابعی در کنار 

  گردد.متغیرهای تنسوری پیشنهاد می
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Advances in modern computer technologies and measurement systems 

embedded in various fields, there is a significant growth in the volume, variety 

and velocity of the data produced, which is a rich source of information. 

Tensor data is one of the most important types of complex structured data 

with high dimensions that traditional methods are not able to solve this type 

of data. Tensor regression models have many applications in optimizing 

problems in which there are a number of independent numerical variables as 

input to the problem that can be changed to create a better output. In this study, 

a regression model is presented in which the independent variables are 

numerical and the response variable is tensor. A set of linear algebraic 

methods and tensor approaches are proposed in order to find patterns within 

a set of points in space and their relationship to process variables. Friction stir 

welding (FSW) is a motivational example of this study to confirm the results. 

The proposed model is coded in R software. The results showed that the 

proposed model has a good performance in predicting the output of processes 

by dynamically adjusting its parameters.  

 

Keywords: 
 

Tensor regression 

Tensor Analysis 

Process Modeling 

Complex Structured Data 

Analysis. 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
* Corresponding author. R. Noorossana 

E-mail address: rassoul@iust.ac.ir  

 

  

Journal  of   Industrial
Engineering Research

in Production SystemsIE
R
P
S

http://www.ier.basu.ac.ir/

