
 هاي مهنـدسـي صنــايع نشـريه پـژوهـش
 هـاي توليــد در سيستـم

و تابستان 91-77، صفحـــه 1393سال اول شماره سوم بهار
www.ier.basu.ac.ir 

ISSN: 2345-2269 

و وابسته به حجم سفارش براي مدل اندازه سفارش اقتصادي با پرداخت معوقه ي جزئي
 پذيرمحصولات زوال

،*2زاده، عطااالله طالعي1ناديا پورمحمدضيا

 هاي فني، دانشگاه تهران ارشد گروه مهندسي صنايع، پرديس دانشكده. دانشجوي كارشناسي1

 هاي فني، دانشگاه تهران مهندسي صنايع، پرديس دانشكده. استاديار گروه2

خلاصه اطلاعات مقاله
امكان پرداخت معوقه را در شرايطي كه ميزانكنندگان براي افزايش ميزان فروش، عموماًمينتأ

نمايند. در اين مطالعه به بررسي سيستم موجودي خريد فروشنده از حد معيني فراتر باشد فراهم مي
پذير وابسته به ميزان سفارش براي محصولات زوال اقتصادي با فرض امكان پرداخت معوقهسفارش 

كه حجم سفارش از سوي فروشنده از ميزان معيني ايم. در صورتيدر يك زنجيره تأمين پرداخته
و در غير اين پذير خواهد بود. صورت به شكل جزئي امكان بالاتر باشد پرداخت معوقه به شكل كامل

و نرخ هزينهت خريقيم و فروش يكسان نبوده دريافتي از بانكيتر از بهرهبزرگ سرمايه لزوماًيد
و منحصر بفرد لم و قضاياي متعددي تعريف شده كه در ايجاد نيست. براي تعيين پاسخ بهينه ها

و كارائي كار بسته شده است. در نهايت براي نمايش اعتبار مدل ارائه شدهالگوريتم حل ارائه شده به
ن و تحليل نتايج حاصل پرداختهروش حل مورد استفاده به ارائه تعدادي مسئله  ايم.مونه
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1مقدمه-1

هاي اخير، پژوهشگران در حوزه كنترل موجودي بيش از در سال
بر فضاي رقابتي حاضر، روي پيش به بررسي مسائل عملكردي حاكم

است كه براي داشتهاند. اين فضاي رقابتي فروشندگان را بر آن آورده
و ايجاد مزيت افزايش و امتيازات ويژه ميزان فروش اي رقابتي امكانات

در اختيار خريدار قرار دهند؛ پرداخت معوقه يكي از اين امتيازات 
ميبراي ترغيب خريدار به آيد. مدل كلاسيك سفارش اقتصادي شمار

(EOQ) پ س از بر اين فرض استوار است كه هزينه خريد بلافاصله
ميسفارش آندهي پرداخت گونه كه اشاره شد، كه، همانشود حال
اي زماني براي پرداخت هزينه خريد در كنندگان بازهمينتأ عموماً

[اختيار خريدار قرار مي و]1دهند كه نه تنها موجب ترغيب وي
ميافزايش ميزان خريد مي دهد كه با شود بلكه اين امكان را به او

هزينه سرمايه خود را كاهش دهد. در اين اين فرصت، استفاده از 
ب ا فروش محصولات خريداري شده از فاصله زماني خريدار قادر است

و سود خود را كننده، درآمد حاصل را سرمايهتأمين گذاري كرده
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].2[ افزايش دهد
از طرفي اغلب محصولات، ارزش تجاري خود را در طول زمان از

و دست مي براي برخي از محصولات سرعت اين فرآيند فراتر از دهند
پذير يا محصولات زوال حد معمول است. اين محصولات اصطلاحاً

ميفاسد شوند. در مسائل موجودي، زوال به معناي شدني ناميده
و ارزش  آسيب، فساد، خرابي، تبخير، منسوخ شدن، كاهش دارائي

ت استفاده از اي محصولات است كه منجر به كاهش قابليحاشيه
[محصولات مي بهاز آنجائي].3شود دليل از بين رفتن بخشي كه زوال

شود تعيين از موجودي منجر به تحميل هزينه اضافه به سيستم مي
اي پذير از اهميت ويژهسياست مناسب موجودي محصولات زوال

 برخوردار است.
] و همكاران ] با در نظر داشتن زوال4در اين پژوهش مدل چانگ

موجودي توسعه داده شده است. فرض بر اين است كه پرداخت معوقه 
و در شرايطي كه اين ميزان از حجم  وابسته به حجم سفارش بوده

و در غير اين صورت معيني كمتر باشد پرداخت معوقه به شكل جزئي
و همكاران،يه. همانند مطالعبه شكل كلي مجاز خواهد بود چانگ

سرمايهيهپرداختي توسط بانك لزوما كمتر از نرخ هزينيهنرخ بهر
و هزين و فروش محصول برابر نيستند.يهنبوده  خريد
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و عامل پرداخت معوقه يكي از مؤلفه اي معمول تبادلات تجاري
بهمحرك افزايش ميزان فروش در كوتاه ميمدت از5[آيد شمار .[

هاي سيستم از جمله هزينه كه فرض پرداخت معوقه هزينهآنجائي
و در نتيجه ميزان سفارش اقتصادي را تحت الشعاع نگهداري موجودي

[قرار مي ] مطالعات زيادي به بررسي ميزان سفارش اقتصادي6دهد
اند. از مطالعات آغازين در اين در شرايط پرداخت معوقه پرداخته

هاي آتي قرار با وجود مفروضات ساده، مبنائي براي پژوهش زمينه كه
ميگرفته بهاند اشاره نمود.]10و7،8،9[ مقالات مراجع توان

ميطوركلي حوزه ادبيات موضوع پژوهش پيش به توان به سه رو را
كــبخش كلي تقس هاي پرداخت معوقه رد كه عبارتند از: مدلـيم
و وابسته به سطح سفارشهاي پرداخت معوقه كلاسيك، مدل

 داشتن زوال موجودي. هاي پرداخت معوقه با در نظر مدل
 هاي پرداخت معوقه كلاسيك) مدل1

] مبناي بسياري از مطالعات10[ گويال مدل ارائه شده توسط
صورت گرفته در زمينه پرداخت معوقه قرار گرفته است. در مطالعه 

] با افزودن فرض امكان10[گويال ] مدل11[و همكاران ونترا
معوقه از سوي خريدار به مشتري مورد بررسي قرار گرفته پرداخت

] [12است. تنگ و ديو ] را با در نظر داشتن10[ گويال ] مدل13]
] و همكاران و فروش توسعه داده اند. ليااو به14تفاوت قيمت خريد [

ارائه مدل سفارش اقتصادي با تقاضاي وابسته به سطح موجودي در
و در مطالعشرايط امكان پرداخت معوقه پرداخ ويهته اند جاگي

] و پرداخت15همكاران ] مدل سفارش اقتصادي با عدم امكان كمبود
دو سطحي مورد بررسي قرار گرفته است. در اين مدليهمعوق

تقاضاي مشتري وابسته به طول زمان ممكن براي پرداخت معوقه 
و بهره پرداختي لزوماً و نرخ هزينه سرمايه مطالعه برابر نيستند. بوده

و هسو  ] نيز مدل مشابهي را مورد بررسي قرار داده است.16[هانگ
] و شاه يه] ساختاري سه سطحي براي نرخ هزين17سوني

و Ic1گذاري شامل يك دوره بدون بهره، يك دوره با نرخ بهره سرمايه
[پيشنهاد داده Ic2 >Ic1دوره بعدي با نرخ و كانگ به18اند. چن [

و دوسطحي پرداخته مقايسه دو حالت پرداخت معو قه يك سطحي
دوسطحي اند كه نتايج حاصل نشان داده است كه پرداخت معوقه

ميموجب كاهش سود زنجيره تأ  شود. مين
 هاي پرداخت معوقه وابسته به سطح سفارش) مدل2

و مهرز مطالعه مي19[ خوجي به] را عنوان اولين پژوهشي در توان
سنظر گرفت كه امكان پرداخت معوقه را وابسته  فارش كرده به سطح

كننده تنها در صورتي به خريدار امكان ميناست. به اين معنا كه تأ
دهد كه سطح سفارش از ميزان پرداخت معوقه هزينه خريد را مي
] و هوآنگ و ميزان ] به بهينه20معيني بالاتر باشد. شين سازي قيمت

سفارش در شرايط پرداخت معوقه وابسته به حجم سفارش 
ند. در اين مدل فرض شده است كه طول دوره پرداختا پرداخته

و تقاضا نيز وابسته به قيمت فروش  معوقه تابعي از سطح سفارش بوده
] و همكاران اي با نرخ توليد متغير، ] مدل يكپارچه21است. اويانگ

و تقاضاي وابسته به قيمت  پرداخت معوقه وابسته به حجم سفارش

[فروش ارائه كرده ] مدل سفارش اقتصادي با پرداخت22اند. هوآنگ
 معوقه وابسته به حجم سفارش را در حالت جديدي بررسي كرده
است به اين نحو كه اگر حجم سفارش از ميزان معيني بيشتر باشد
و در غير اينصورت به شكل جزئي  پرداخت معوقه به شكل كلي

] و همكاران را با فرض اينكه]20[ ] مدل هوآنگ4خواهد بود. چانگ
و نرخ هزينه سرمايه لزوما بزرگتر از نرخ بهره دريافتي از بانك نبوده

و فروش يكسان نيستند توسعه داده است. اين مقاله  قيمت خريد
 روش حل متفاوتي نسبت به روش هوآنگ ارائه كرده است.

 هاي پرداخت معوقه با در نظر داشتن زوال موجودي) مدل3
] و جاگي را10[ گويال ] مدل23آگاروال با در نظر داشتن زوال]

و همكاران  و در مطالعه جمال موجودي مورد بررسي قرار داده اند
] اين مدل با افزودن فرض كمبود علاوه بر زوال موجودي توسعه24[

] و همكاران [25يافته است. ساركر و همكاران و چانگ ] مسئله26]
و تابع خطي تقاضامطرح شده را به  ترتيب با افزودن نرخ تورم
[مدلسازي نموده ] مسئلة پرداخت معوقه را با در نظر27اند. يانگ

و انبار دوگانه مدلسازي كرده  داشتن زوال موجودي، كمبود، تورم
و يانگيهاست كه در مطالع ] با در نظر داشتن تقاضاي28[ ژو

و هزين و نقل توسعه يافته است.يهوابسته به سطح موجودي  حمل

مقاله از سوي بسياري از محققين مورد زمينه مورد بررسي در اين
و صرفاً بخشي از اين تحقيقات در قسمت بررسي قرار گرفته است

مرور اربيات ارائه شده است. اما نكته قابل توجه اين است كه در 
آنهيچ چه در مرور ادبيات موضوع به يك از موارد فوق با توجه به

و چشم مي پرداخت خورد فرض همزمان مسئله زوال موجودي
دهي، بررسي نشده است. نوآوري وابسته به سطح سفارشيهمعوق

معوقه وايسته به ميزان سفارش اصلي مقاله در لحاظ كردن پرداخت
شدت افزايش براي كالاهاي فسادپذير است كه پيچيدگي مدل را به

 مي دهد.
ادامه مقاله به شكل مقابل ساختار يافته است: بخش دوم به تبيين

ميساخت پردازد. در بخش سوم به تشريح ار مدل موجودي ارائه شده
و نتايج عددي در بخش چهارم  روش حل مورد استفاده پرداخته

گيري است. در نهايت پژوهش پيش رو با ارائه نتيجهپژوهش ارائه شده
ميو رويكرد  يابد. هاي آتي در بخش پنجم پايان

 مدل سازي رياضي-2

 نمادگذاري:
پارامترها

Aدهيهزينه هر بار سفارش
Dتقاضاي ساليانه
θنرخ زوال موجودي
Pقيمت فروش هر واحد محصول
Cقيمت خريد هر واحد محصول
hنگهداري هر واحد محصول در سال بدونيههزين

گذاريدر نظر داشتن نرخ سرمايه
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eiنرخ بهره پرداختي توسط بانك به ازاي هر واحد
پولي در سال

kiنرخ هزينه سرمايه به ازاي هر واحد پولي در سال
Mمعوقهيهطول دوره پرداخت هزين
αآنيهدرصدي از حجم سفارش كه پرداخت معوق

مجاز است
Wحداقل ميزان موجودي كه به ازاي آن پرداخت

معوقه به شكل كلي مجاز است

wTبازه زماني كه طي آنWواحد موجودي مصرف
شودمي
متغيرهاي تصميم

Tمتغير) طول دوره بازنگري سيستم موجودي
تصميم)

Qحجم سفارش

0T1)بازه زماني كه طي آن )Qα−واحد موجودي
شودمصرف مي

( )TRC Tهزينه كل ساليانه سيستم موجودي
 مفروضات:

نا.1 و با نرخ محدود صورت بازنگري سيستم موجودي به شكل آني
 مي پذيرد.

و كمبود مجاز نيست..2  نرخ تقاضا معين بوده
تك.3  محصولي است.سيستم موجودي
 ريزي سيستم موجودي نا محدود است.زماني برنامهافق.4
 نرخ زوال موجودي ثابت است..5

Qاگر.6 W≥باشد يعنيwT T≥پرداخت معوقه به شكل ،
واحد پولي را پس CQكامل مجاز است؛ به اين معنا كه خريدار

ميواحد زماني از زمان سفارشMاز نمايد. در غير دهي پرداخت
صورت پرداخت معوقه به شكل جزئي مجاز است. در اين اين

1)دهي لازم است شرايط هنگام سفارش )CQα−واحد پولي
و مابقي يعني  يهدورواحد پولي در پايانCQαپرداخت شده

 كننده پرداخت شود. مينپرداخت معوقه به تأ
طي مدت زماني كه هزينه خريد تسويه نشده است درآمد حاصل.7

سرمايهeiاز فروش در يك حساب سپرده با نرخ بهره دريافتي 
 شود.گذاري مي

(همان مي1گونه كه در شكل شود كاهش سطح ) مشاهده
و نرخ زوال موجودي رخ موجودي به طور همزمان در اثر ارضاي تقاضا

دهد. بنابراين تغييرات سطح موجودي به شكل زير فرموله خواهد مي
 شد:

)1(( )
( ) 0

dI t
I t D t T

dt
θ+ = − ≤ ≤  

)با درنظر داشتن كران ) 0I T =) به1راه حل معادله صورت)
 زير خواهد بود:

)2(( )( ) 1 0T tD
I t e t Tθ

θ
−= − ≤ ≤    

)  نمايش گرافيكي سيستم موجودي):1شكل

)  ) است3بنابراين ميزان سفارش برابر با معادله

)3((0) 1TD
Q I eθ

θ
= = −    

) آن3با توجه به رابطه واحد موجوديW) مدت زماني كه طي
و زوال موجودي به صفر مي  رسد برابر است با: در اثر ارضاي تقاضا

)4(1
ln( 1)w

w
T

D

θ

θ
= +  

Qاگر W≥باشد يعنيwT T≥پرداخت معوقه به شكل كامل ،
Mواحد پولي را پس ازCQمجاز است؛ به اين معنا كه خريدار

ميواحد زماني از زمان سفارش  نمايد. در غير ايندهي پرداخت
صورت پرداخت معوقه به شكل جزئي مجاز است. در اين شرايط

1)دهي لازم است هنگام سفارش )CQα−واحد پولي پرداخت شده
بهيهواحد پولي در پايان دورCQαو مابقي يعني   پرداخت معوقه

 كننده پرداخت شود. مينتأ

1)زماني باشد كه طي آن مدت0Tاگر )Qα−واحد موجودي
و زوال موجودي مصرف شود، با توجه به رابطه  در اثر ارضاي تقاضا

)3(0Tشود:به شكل زير تعريف مي 

)5(0

1 (1 ) 1
ln( 1) ln (1 ) TQ

T e
D

θα θ
α α

θ θ

−
= + = − +  

هاي سيستم موجودي، با توجه به براي محاسبه كل هزينه

 نسبت به هم، دو حالت كلي خواهيم داشت:wTوMموقعيت 

wMحالت الف) T≥

ب) wMحالت T<

هاي مشترك سيستم موجودي در اين بخش ابتدا به معرفي هزينه
و سپس هزين دويهپرداخته و نرخ بهره دريافتي را براي سرمايه

 حالت ذكر شده بيان خواهد شد.

 هاي مشترك سيستم موجوديهزينه-2-1



80 پذيري جزئيو وابسته به حجم سفارش براي محصولات زوالمدل اندازه سفارش اقتصادي با پرداخت معوقه

 هاي مشترك هزينه در سيستم موجودي عبارتند از:مؤلفه
:دهيساليانه سفارشيهزينه

)6(A
OC

T
=

:هزينه ساليانه نگهداري موجودي

)7(
2

0

( ) 1
T

Th hD
HC I t e T

T T
θ θ

θ
= = − −  ∫

:هزينه ساليانه خريد

)8(1TCQ CD
PC e

T T
θ

θ
= = −    

:هزينه ساليانه زوال موجودي

)9(
0

( ) 1
T

TP PD
DC I t dt e T

T T
θθ θ

θ
= = − −  ∫

هاي مشترك سيستم موجودي برابر خواهد در نتيجه كل هزينه
 بود با: 

)10(2

( )

( ) 1

1 1

c

c T

T T

TRC T OC HC PC DC

A hD
TRC T e T

T T
CD PD

e e T
T T

θ

θ θ

θ
θ

θ
θ θ

= + + +

= + − −

+ − + − −

  

      

 

و بهره دريافتيهزينه-2-2  سرمايه

دوwTوMبا توجه به موقعيت گونه كه پيشتر ذكر شد همان
 حالت كلي خواهيم داشت:

wMالف) T≥(بwM T<

 پردازيم.كه در اين بخش به بررسي هر يك مي

wMالف) T≥
سه زير حالت ممكن تعريف7و6در اين حالت با توجه به فرض

 شوند كه عبارتند از:مي
Mالف)-1 T≤

(همان مي2گونه كه در شكل يهشود مجموع هزينه سرماي) مشاهده
و بهره دريافتي به شكل زير خواهد بود:  قابل پرداخت

)11(2( )
2

T
k e

M

I C I PD
I t dt M

T T
−∫

) و بهره دريافتي در حالت2شكل  الف–1): هزينه سرمايه پرداختي

هاي ساليانه سيستم موجودي برابر است كل هزينهدر نتيجه مجموع
 با:

)12(

( )

1 2

2

( ) 1

2

c T Mk

e

i CD
TRC TRC e T M

T
i PD

M
T

θ θ
θ

−= + − − −

−

  

wTالف)-2 T M≤ ≤

(همان مي3گونه كه در شكل مجموع هزينه سرمايه شود) مشاهده
و بهره دريافتي به شكل زير خواهد بود:  قابل پرداخت

)13(
2

( )
2

e ei PDT i PD
M T T

T T
− − −  

) و بهره دريافتي در حالت3شكل  الف–2): هزينه سرمايه پرداختي

هاي ساليانه سيستم موجودي برابر است كل هزينهدر نتيجه مجموع
 با:

)14(
2

2 ( )
2

c e ei PDT i PD
TRC TRC M T T

T T
= − − −  

(همان مي)4گونه كه در شكل يهزينه سرمايهشود مجموع مشاهده
و بهره دريافتي به شكل زير خواهد بود:  قابل پرداخت

)15(

0

2

0

0

2

2

2

( )
2

( )

(1 )

ln (1 ) 1

( 1) ln (1 )

( )
2

T

k k e

e

T T

k

T

T Tk

e
e

i C i C i PD
I t dt QT T

T T T

i PD
M T T

T

e ei CD

T e

i C D
e e

T
i PDT

i PD M T

θ θ

θ

θ θ

α

α α

θ α α

α
α α

θ

− −

− −

− +
=

− − + +

− − − +

− − −

  
 

    

  

∫

) و بهره دريافتي در حالت4شكل  الف–3): هزينه سرمايه پرداختي

موجودي برابر است هاي ساليانه سيستم كل هزينهدر نتيجه مجموع
 با:
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)16(

2

3 2

2

(1 ) 1

ln (1 )

( 1) ln (1 )

( )
2

T T

c k

T

T Tk

e
e

e ei CD
TRC TRC

T e

i C D
e e

T
i PDT

i PD M T
T

θ θ

θ

θ θ

α α

θ α α

α
α α

θ

− + +
= +

− − +

− − − +

− − −

  
 

    

  
 

هاي ساليانه سيستم موجودي در حالت الف به بنابراين كل هزينه
) مي17صورت  شود) تعريف

)17(
1

2

3

w

w

TRC M T

TRC TRC T T M

TRC T T

≤

= ≤ ≤

≤






wMب) T<

كلي خواهيم دو زير حالت7و6در اين حالت با توجه به فرض
 داشت كه عبارتند از:

wTب)-1 T≤
و بهرهيهدر اين حالت مجموع هزين سرمايه قابل پرداخت
 دريافتي به شكل زير خواهد بود:

)18(2( )
2

T

k e

M

i C i PD
I t dt M

T T
−∫

 هاي ساليانه سيستم موجودي برابر است: در نتيجه مجموع هزينه

)19(

2

4 1

( _ )

2
1

2

( )

c e

T Mk

i PD
TRC TRC TRC M

T
i CD

e T M
T

θ θ
θ

−

= = −

+ − −  

wTب)-2 T>

نسبتMو0TوTهاي ممكن اين حالت با توجه به موقعيت
 شود كه عبارتند از:به هم به سه بخش تقسيم مي

0Tب)-1-2 T M≤<
و بهره دريافتي به شكل زير مجموع هزينه سرمايه قابل پرداخت

 خواهد بود:

)20(

0

0

0

2

2

2

2

( )

( )
2

(1 )

ln (1 ) 1

( 1) ln (1 )

( )
2

T

k k

e e

T T

k

T

T Tk

e
e

i C i C
I t dt QT

T T

i PD i PD
T M T T

T T

e ei CD

T e

i C D
e e

T
i PDT

i PD M T

θ θ

θ

θ θ

α

α α

θ α α

α
α α

θ

−

− − −

− +
=

− − + +

− − − +

− − −

  
 

    

  

∫

هاي ساليانه سيستم موجودي برابر است كل هزينهدر نتيجه مجموع

 با:

2

2

5 3

1(1 )

ln (1 )

c

T T

k

T

TRC

e ei CD

T e

TRC TRC
θ θ

θ

α α

θ α α

+− +

− − +

= =

+
  
 

    

 

)21(
2

(1 )
( 1) ln

( )
2

T
Tk

e
e

ei C D
e

T

i PDT
i PD M T

θ

θ αα

θ α

−
− −

+

− − −

 
 
 

0Tب)-2-2 M T≤<
(همان مي5گونه كه در شكل شود مجموع هزينه ) مشاهده

و بهره دريافتي به شكل زير خواهد بود:  سرمايه قابل پرداخت

)22(

0

0

0

2

2

2

2

2
( )

2

( )

( )
2

(1 )

ln (1 ) 1

( 1) ln (1 )

( ( ) 1)
2

T

k k

T

k e

M

T T

k

T

T Tk

T Mk e

i C i C
I t dt QT

T T

i C i PD
I t dt M

T T

e ei CD

T e

i C D
e e

T

i CD i PDM
e T M

T T

θ θ

θ

θ θ

θ

α

α α

θ α α

α
α α

θ

θ
θ

−

−

+ −

− +
=

− − + +

− − − +

+ − − − −

  
 

    

  

∫

∫

و بهره دريافتي در حالت5(شكل ب-2-2): هزينه سرمايه پرداختي

هاي ساليانه سيستم موجودي برابر است كل هزينهدر نتيجه مجموع
 با:

)23(

2

6 2

2

2
( )

2

(1 ) 1

ln (1 )

( 1) ln (1 )

( ( ) 1)
2

T T

c k

T

T Tk

T Mk e

e ei CD
TRC TRC

T e

i C D
e e

T

i CD i PDM
e T M

T T

θ θ

θ

θ θ

θ

α α

θ α α

α
α α

θ

θ
θ

−

− + +
= +

− − +

− − − +

+ − − − −

  
 

    

  
 

0Tب)-3-2 TM ≤<
(همان مي6گونه كه در شكل شود مجموع هزينه ) مشاهده

و بهره دريافتي به شكل زير خواهد بود:  سرمايه قابل پرداخت



82 پذيري جزئيو وابسته به حجم سفارش براي محصولات زوالمدل اندازه سفارش اقتصادي با پرداخت معوقه

)24(

2

0

2

2

( )
2

( 1)

( 1)
2

T

k k e

Tk

Tk e

i C i C i PD
I t dt QM M

T T T

i CD
e T

T

i C MD i PDM
e

T T

θ

θ

α

θ
θ

α

θ

− −

= − −

− − −

∫

و بهره دريافتي6(شكل ب-2-3در حالت ): هزينه سرمايه پرداختي

 ساليانه سيستم موجودي برابرهاي در نتيجه مجموع كل هزينه

 است با:

)25(
7 2

2

( 1)

( 1)
2

c Tk

Tk e

i CD
TRC TRC e T

T

i C MD i PDM
e

T T

θ

θ

θ
θ

α

θ

= + − −

− − −

 

ب به بنابراين كل هزينه هاي ساليانه سيستم موجودي در حالت
) مي26صورت  شود.) تعريف

)26(

1

3 0

6 0

7 0

,

,

,

w

w

w

w

TRC T T

TRC T T T T M
TRC

TRC T T T M T

TRC T T M T T

≤

> < ≤
=

> < ≤

> < <







 روشحل-3

و هزينه كل در اين بخش طول دوه بهينه بازنگري سيستم موجودي
 مربوطه محاسبه خواهد شد. 

wMحالت الف) T≥

1شدن شرط لازم براي كمينه ( )TRC T برابر

1 ( )
0

d TRC T

dT
 است بنابراين خواهيم داشت:=

)27(
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2
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h P D
A e T

h P T C
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  

  

 

]در بازهTكه نشان دهيم مقدار منحصر بفرد براي اين , )M ∞

1وجود دارد كه ( )TRC T مي به شكل زير تعريف∆1كند را كمينه
 شود:مي

)28(

1 2
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M M
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A e Me

CD i PDM
e CDMe

θ θ
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θ
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θ θ
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+
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به شكل زير استفاده1بهينه از لمTدر نتيجه براي محاسبه
 نمائيم.مي
:1لم

1اگر الف) 0∆ 1باشد≥ ( )TRC T 1در نقطةT T=داراي مقدار

1كمينه است كه  [ , )T M∈ ∞ ) و در رابطه مي27بوده  كند.) صدق

1اگرب) 0∆ 1باشد< ( )TRC T در نقطه حديT M=داراي
 مقدار كمينه است.

 در پيوست ضميمه شده است.1اثبات لم

2شدن طور مشابه شرط لازم براي كمينهبه ( )TRC T برابر

2 ( )
0

d TRC T

dT
 است. در نتيجه داريم:=
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]در بازهTبفرد كه نشان دهيم مقدار منحصربراي اين , ]wT M 

2وجود دارد كه ( )TRC T مي به شكل زير تعريف∆2كند را كمينه
 شود:مي

)30(
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wMبديهي است كه اگر T≥1باشد 2∆ ≥ در ∆ خواهد بود.
ميبه2نتيجه لم  شودصورت زير تعريف

:2لم

2اگر الف) 10∆ ≤ ≤ 1باشد ∆ ( )TRC T 2در نقطهT T=داراي

2باشد كه مقدار كمينه مي [ , ]wT T M∈) و در رابطه )29بوده
 كند.صدق مي

2اگرب) 0∆ 1باشد< ( )TRC T در نقطه حديwT T=داراي
 باشد.مقدار كمينه مي

1اگرج) 0∆ 1باشد> ( )TRC T در نقطه حديT M=داراي
 باشد.مقدار كمينه مي

لم2اثبات لم  است.1مشابه
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3در نهايت شرط لازم براي كمينه شدن ( )TRC Tبرابر

3 ( )
0

d TRC T

dT
=)  ) نمايش داده شده است.31است كه در رابطه
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,0)يهدر بازTكه نشان دهيم مقدار منحصربفرد براي اين )wT

3وجود دارد كه ( )TRC T3را كمينه مي كند∆) )32مطابق رابطه
 شود.تعريف مي
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ميبه3 لم  شود:صورت زير تعريف
:3لم

3اگر الف) 0∆ 3باشد≤ ( )TRC T3در نقطهT T=داراي مقدار

1كمينه است كه  (0, )wT T∈) و در رابطه مي31بوده  كند.) صدق

3اگرب) 0∆ ,0)باشد نقطه اي نظير> )wT T∈3كه ( )TRC T
 را كمينه كند وجود ندارد.

لم3اثبات لم  است.1مشابه
wMكه آنجائي از T≥1است 2∆ ≥ د بود. با تركيبــخواه∆

1و1-3هاي لم 2( ) ( )TRC M TRC M=ب Tدست آوردنهبراي

مي1بهينه در حالت الف قضيه  شود.به شكل زير تعريف

wMاگر:1قضية T≥بازنگرييهباشد، مقدار بهينة طول دور

)*موجودي  )T) مي1به شكل جدول  شود.) محاسبه

wMحالتب) T<

شدن همانند حالت الف شرط لازم براي كمينه

4 1( ) ( )TRC T TRC T=1برابر ( )
0

d TRC T

dT
است. براي اينكه=

]يهدر بازT بفردم مقدار منحصرنشان دهي , )wT وجود دارد كه∞

1 ( )TRC Tشود:به شكل زير تعريف مي∆4كندرا كمينه مي 

)33(

4 2

2

2

( ) ( )

2

( )
1

2

1

w w

w w

w w

T T

w

T T e
w

T M T Mk
w

h P D
A e T e

CD PDM
e CDT e

CD
T e e M

i

i

θ θ

θ θ

θ θ

θ
θ

θ

θ θ
θ

θ θ
θ

− −

+
∆ = − − − −

− − + +

+ − − +

  

  

  

 

:4لم

4اگر الف) 0∆ 1باشد≥ ( )TRC T4در نقطهT T=داراي مقدار

4كمينه است كه  [ , )wT T∈ ∞) و در رابطه مي27بوده  كند.) صدق

4اگرب) 0∆ 1باشد< ( )TRC Tدر نقطه حديwT T=داراي
 باشد.مقدار كمينه مي

لم4اثبات لم  است.1مشابه
طور مشابه شرط لازم براي كمينه شدن به

5 3( ) ( )TRC T TRC T=

3برابر ( )
0

d TRC T

dT
بمي= راي اينكه نشان دهيم مقدار باشد.

,0)يهدر بازTبفردمنحصر ]M3وجود دارد كه ( )TRC Tرا

(∆5)34(يهكند طبق رابطكمينه مي ) تعريف34به شكل رابطه
 شود.مي

)34(

5 2

2

2

2

2

( )
1

2

(1 ) (1 2 )

(ln (1 )

(1 ) 1 )

(1 )

(1 )

(1 ) (1 )

M M

M M e

M

M

Mk

M

MM

M

h P D
A e Me

CD PDM
e CDMe

e M

e
CD

e M

e M

Mee

e M

i

i

θ θ

θ θ

θ

θ

θ

θ

θθ

θ

θ
θ

θ

θ θ
θ

α θ

α α

α θ α
θ

α θ

αα θ

α α α

+
∆ = − − − −

− − + +

− −

− − +

− − + −

+ − +

−

− + − +

  

  

 
    
   
  
   
 
 
       

 

مي5در نتيجه لم  شود:به شكل زير تعريف
:5لم

5اگر الف) 0∆ 3باشد≤ ( )TRC T5در نقطةT T=داراي مقدار

5كمينه است كه  (0, ]T M∈) و در رابطه مي31بوده  كند.) صدق
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) )1قضيه(مقدار بهينه طول دوره بازنگري موجودي):1جدول
*T

*( )TRC Tوضعيت 

1
T1 1( )TRC T1 30, 0∆ ≤ ∆ <

1T3ياT{ }1 1 3 3( ), ( )Min TRC T TRC T
1 30, 0∆ ≤ ∆ ≥

2T3ياT{ }2 2 3 3( ), ( )Min TRC T TRC T
1 2 30, 0, 0∆ > ∆ ≤ ∆ ≥

2T2 2( )TRC T1 2 30, 0, 0∆ > ∆ ≤ ∆ <

wT3ياT{ }2 3 3( ), ( )wMin TRC T TRC T2 30, 0∆ > ∆ ≥

wT2 ( )wTRC T2 30, 0∆ > ∆ <

5اگر)ب 0∆ 3باشد> ( )TRC Tحدييدر نقطهT M=

 داراي مقدار كمينه است.
لم5اثبات لم  است.1مشابه

6 شدنشرط لازم براي كمينه ( )TRC Tبرابر

6 ( )
0

d TRC T

dT
=) مي35است. بنابراين رابطه  شود. ) نتيجه

)35(

2

2

2

2

2

( )

( )
1

( )

2

(1 ) (1 2 )

(ln (1 )

(1 ) 1 )

(1 )

(1 )

(1 ) (1 )

(1 ) 1

T T

T e

T
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T

k
T

TT
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T M

h P D
A e T CDTe

h P T C PDM
D e

e T

e

e T
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e T

Tee

e T

e T M

i

i

θ θ

θ

θ

θ

θ

θ

θθ

θ

θ

θ
θ

θ

θ
θ θ

θ

α θ

α α

α θ α

α θθ
αα θ

α α α

θ θ−

+
− − − − +

+ −
+ − +

− −

− − +

− + −

− + −

−
+

− + − +

+ − + −

  

  

  


   

  


 
 
 

0=





 


 
 
 
 
  

 

]در بازهTكه نشان دهيم مقدار منحصربفرد براي اين , ]wM T

6وجود دارد كه ( )TRC Tبه شكل زير تعريف∆6كندرا كمينه مي
 شود:مي

)36(

6 2

2

2

2

2
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1

2
(1 ) (1 2 )

(ln (1 )
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TT
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h P D
A e T e
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e CDT e
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e

e T
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T ee
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e

i

i
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θ θ

θ
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θ

θ

θθ

θ

θ

θ
θ

θ

θ θ
θ

α θ
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α θ α

α θθ
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α α α
−

+
∆ = − − − −

− − + +

− −

− − +

− + −

− + −

−
+

− + − +

+

  

  

  
  

  

 
 
 

(1 ) 1wT Mθ θ− + −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

wMبديهي است كه اگر T<5باشد 6∆ < خواهد بود. در∆
ميبه6نتيجه لم   شود:صورت زير تعريف

:6لم

5اگرالف) 60∆ ≤ ≤ 6باشد∆ ( )TRC T6در نقطهT T=داراي

6مقدار كمينه است كه  [ , )wT M T∈) و در رابطه ) صدق35بوده
 كند.مي

5 اگرب) 0∆ 6باشد< ( )TRC Tحدييدر نقطهT M=

 داراي مقدار كمينه است.
6اگرج) 0∆ ]اي نظير نقطه باشد> , )wT M T∈كه

6 ( )TRC T.را كمينه كند وجود ندارد 

لم6اثبات لم  است.1مشابه
7شدن در نهايت شرط لازم براي كمينه ( )TRC Tبرابر

7 ( )
0

d TRC T

dT
 است. در نتيجه داريم:=

)37(
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h P D
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يهدر بازTكه نشان دهيم مقدار منحصربفرد براي اين
[ , ]wM T7وجود دارد كه ( )TRC Tميرا كم به شكل∆7كندينه

 شود:زير تعريف مي
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)39(

8 2

2

2

2

( )
1

2

( 1 ) ( 1) 1

w w

w w

w w

T T

w

T T e
w

T Tk
w

h P D
A e T e

CD PDM
e CDT e

CD
e T e

i

i

θ θ

θ θ

θ θ

θ
θ

θ

θ θ
θ

αθ θ αθ
θ

+
∆ = − − − −

− − + +

− + − − − −

  

  

  

wMبديهي است كه اگر T<5باشد 6∆ < خواهد بود. در∆
ميبه7لم نتيجه   شود:صورت زير تعريف
:7لم

7اگرالف) 80∆ ≤ ≤ 7باشد∆ ( )TRC T7در نقطهT T=داراي

كهمقدار كمينه مي 7باشد ( , )wT M T∈) و در رابطه )37بوده
 كند.صدق مي

7اگرب) 0∆ ]اي نظيرباشد نقطه< , )wT M T∈7كه ( )TRC T
 را كمينه كند وجود ندارد.

8اگرج) 0∆ ]اي نظيرباشد نقطه> , )wT M T∈7كه ( )TRC T
.را كمينه كند وجود ندارد

لم7اثبات لم  است.1مشابه

wMكه از آنجائي T<5است 6∆ < 7و∆ 8∆ < خواهد بود.∆

3و4-7هاي با تركيب لم 6( ) ( )TRC M TRC M=ب دستهبراي
مي2ب قضيه بهينه در حالتTآوردن   شود.به شكل زير تعريف
wMاگر:2قضية T<باشد، مقدار بهينه طول دوره بازنگري

)*موجودي  )T) مي2به شكل جدول  شود.) محاسبه

) :2جدول )2قضيه(مقدار بهينه طول دوره بازنگري موجودي)
*T

*( )TRC Tوضعيت 

4T5ياT7ياT{ }( ), ( ), ( )5 5 7 74 4Min TRC T TRC T TRC T 0, 0, 0, 05 74 8∆ ≤ ∆ ≥ ∆ ≤ ∆ ≥

4T5ياT{ }( ), ( )5 54 4Min TRC T TRC T 0, 0, 05 74∆ ≤ ∆ ≥ ∆ >

4T5ياT{ }( ), ( )5 54 4Min TRC T TRC T 0, 0, 054 8∆ ≤ ∆ ≥ ∆ <

4T6ياT7ياT{ }( ), ( ), ( )7 74 4 6 6Min TRC T TRC T TRC T 0, 0, 0, 0, 05 74 6 8∆ ≤ ∆ < ∆ ≥ ∆ ≤ ∆ ≥

4T6ياT{ }( ), ( )4 4 6 6Min TRC T TRC T 0, 0, 0, 05 74 6∆ ≤ ∆ < ∆ ≥ ∆ >

4T6ياT{ }( ), ( )4 4 6 6Min TRC T TRC T 0, 0, 0, 054 6 8∆ ≤ ∆ < ∆ ≥ ∆ <

4T7ياT{ }( ), ( )7 74 4Min TRC T TRC T 0, 0, 0, 074 6 8∆ ≤ ∆ < ∆ ≤ ∆ ≥

4T( )4 4TRC T0, 0, 074 6∆ ≤ ∆ < ∆ >

4T( )4 4TRC T0, 0, 04 6 8∆ ≤ ∆ < ∆ <

Tw5ياT7ياT{ }( ), ( ), ( )5 5 7 74Min TRC T TRC T TRC Tw0, 0, 0, 05 74 8∆ > ∆ ≥ ∆ ≤ ∆ ≥

Tw5ياT{ }( ), ( )5 54Min TRC T TRC Tw0, 0, 05 74∆ > ∆ ≥ ∆ >

Tw5ياT{ }( ), ( )5 54Min TRC T TRC Tw0, 0, 054 8∆ > ∆ ≥ ∆ <

Tw6ياT7ياT{ }( ), ( ), ( )7 74 6 6Min TRC T TRC T TRC Tw0, 0, 0, 0, 05 74 6 8∆ > ∆ < ∆ ≥ ∆ ≤ ∆ ≥

Tw6ياT{ }( ), ( )4 6 6Min TRC T TRC Tw0, 0, 0, 05 74 6∆ > ∆ < ∆ ≥ ∆ >

Tw6ياT{ }( ), ( )4 6 6Min TRC T TRC Tw0, 0, 0, 054 6 8∆ > ∆ < ∆ ≥ ∆ <

Tw7ياT{ }( ), ( )7 74Min TRC T TRC Tw0, 0, 0, 074 6 8∆ > ∆ < ∆ ≤ ∆ ≥

Tw( )4TRC Tw0, 0, 074 6∆ > ∆ < ∆ >

Tw( )4TRC Tw0, 0, 04 6 8∆ > ∆ < ∆ <

6هاي ممكن در محاسبه با توجه به بازه ( )TRC T7و ( )TRC T
 كه در بخش مدلسازي رياضي ارائه گرديد:

0Mكه، در صورتي6Tبا استفاده از0Tپس از محاسبه- T>

و هز6Tنباشد، آن در محاسبه ينه متناظر با از محاسبات حذف شده
 گيرد.بهينه مدنظر قرار نمييهزينه

0Mكه، در صورتي7Tبا استفاده از0Tپس از محاسبه- T<

و هزينه متناظر با آن در محاسبه7Tنباشد، از محاسبات حذف شده
 گيرد.هزينه بهينه مدنظر قرار نمي

به2و1با استفاده از قضيه الگوريتم حل مسئله موجودي حاضر
 شود.شكل زير تعريف مي
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:الگوريتم حل

wMرا مقايسه كنيد. اگرMوwTمقادير-1گام T≥باشد به
 برويد.4صورت به گامو در غير اين2گام 

(-2گام (28با استفاده از معادلات و (30) و ∆2و∆1) مقادير32)

)*وT*،1را محاسبه نمائيد؛ براساس قضيه∆3و )TRC Tرا
و به گام   برويد.4محاسبه كرده

(-3گام (33با استفاده از معادلات و (34) و (36) و (38) و (39(

د؛ براساس را محاسبه نمائي∆8و∆7و∆6و∆5و∆4مقادير

)*وT*،2قضيه  )TRC Tو به گام  برويد.4را محاسبه كرده
 پايان.-4گام

 نتايج عددي-4
در اين بخش براي نمايش نتايج محاسباتي، مسئله مورد استفاده در

] كه22پژوهش 50] مورد استفاده قرار گرفته است. با اين تفاوت
P =) θ)0.05، 0.1، 0.15و نرخ زوال است. با استفاده از=
50Aهاي پارامتر 1000Dدلار بر سفارش،= 5د در سال،ـواح=

h 0.1kiدلار بر واحد بر سال،= 0.07eiدلار بر سال،= دلار=
0.25Mبر سال،  =) W)100،200،300سال، =) ،0.8 ،0.5 ،0.2(
α =) C)30،20،10و =) (3نتايج محاسباتي به شكل جداول ،(4(

) است.5و(
(بر )، موارد زير3اساس نتايج عددي نمايش داده شده در جدول

 گيري است:قابل نتيجه
كمتر باشد در سطح ثابتWاگر ميزان سفارش از اندازه.1

WوCوθبا افزايش ،α) و طول�، حجم سفارش (
) و هزينهTدوره بازنگري موجودي كل سيستمي) افزايش

كه حجم سفارش بيشتر از يابد. درصورتي) كاهش مي���(

Wباشد تغييراتαثيري روي مقاديرأتQوTو
TRC.نخواهد داشت 

، حجــم ســفارشw، با افزايشθوCوα در سطح ثابت.2
(و طول دور)�( و هزينه كل�ه بازنگري موجودي ) كاهش

) به) افزايش مي���سيستــم عبارت ديگر در اين يابد.
حالت فروشنده به جاي استفاده از امكان پرداخت معوقه از 

.كندشكل جزئي آن استفاده مي
،Cد، با افزايش هزينه خريθوWوαدر سطح ثابت.3

) (Qحجم سفارش و طول دوره بازنگري موجودي (T(
و هزينه (كاهش  يابد. ) افزايش ميTRCي كل سيستم

، با افزايش نرخ زوالCوWوαدر سطح ثابت.4

(θموجودي و طول دوره بازنگريQ، حجم سفارش (
) و هزينهTموجودي (ي) كاهش )TRCكل سيستم
.يابدافزايش مي

) :3جدول ها) به ازاي نتايج عددي حاصل از مقادير مختلف پارامتر

0.05θ =
* *( )TRC T*Q*TCWα

9805.21 278.707 0.26911T =10 

11607.42 271.096 0.25942T =20 100 

1377.671 264.962 0.25212T =30 

16043.17 240.091 0.23992T =10 

17011.12 231.713 0.22942T =20 200 0.2 

17809.79 223.087 0.21761T =30 

19054.99 215.868 0.20473T =10 

20051.88 205.132 0.20263T =20 300 

21058.378 196.104 0.16215T =30 

9805.211 278.707 0.26911T =10 

11607.42 271.096 0.25942T =20 100 

13777.67 264.962 0.25212T =30 

16043.17 240.091 0.23992T =10 

17011.12 231.713 0.22942T =20 200 0.5 

17037.32 223.087 0.21762T =30 

17331.07 223.454 0.18455T =10 

18293.89 217.466 0.17965T =20 300 

19532.58 205.498 0.20315T =30 

9805.21 278.707 0.26911T =10 

11607.42 271.0968 0.25942T =20 100 

13777.67 264.962 0.25212T =30 

16043.17 240.091 0.23992T =10 

17011.12 231.713 0.22942T =20 200 0.8 

17037.32 223.087 0.21762T =30 

17111.79 232.748 0.22995T =10 

17204.625 229.446 0.20945T =20 300 

17827.629 218.811 0.19975T =30 

 گيرينتيجه-5

[در اين و همكاران ] با در نظر داشتن زوال4پژوهش مطالعه چانگ
موجودي توسعه داده شده است. فرض بر اين است كه پرداخت معوقه 
و در شرايطي كه اين ميزان از حجم  وابسته به حجم سفارش بوده

و در غير اين صورت معيني كمتر باشد پرداخت معوقه به شكل جزئي
و منحصربفرد به شكل كلي مجاز خواهد بود.  براي تعيين پاسخ بهينه

و قضاياي متعددي تعريف شده كه در ايجاد الگوريتم حل ارائه لم ها
كار بسته شده است. در پايان براي نمايش اعتبار مدل ارائه شده به

و كارائي روش حل مورد استفا و ده به ارائه تعدادي مسئله نمونه شده
اتحليل نتايج حاصل پرداخته هاي متعددي رائه شده از جنبهايم. مدل
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سازي پرداخت توان به مدلقابل توسعه است كه از اين ميان مي
هاي نرخ زوال معوقه به شكل دو سطحي، در نظر داشتن ساير حالت

و مدلسازي تابع  و وايبول، امكان كمبود در سيستم از جمله نمائي
و يا قيمت اشاره كرد.   تقاضا به صورت وابسته به زمان

) عد4جدول ها به ازاي دي حاصل از مقادير مختلف پارامتر): نتايج
0.1θ =

* *( )TRC T*Q*TCWα
11017.09 232.256 0.22962T =10 

13042.051 225.914 0.22342T =20 100 

15031.09 220.802 0.21842T =30 

18026.043 210.021 0.20993T =10 

19021.123 202.781 0.20183T =20 200 0.2 

20011.005 185.906 0.18425T =30 

21410.102 179.89 0.17833T =10 

22530.204 170.944 0.16953T =20 300 

23661.099 163.42 0.16215T =30 

11017.09 232.256 0.22962T =10 

13042.051 225.914 0.22342T =20 100 

15031.09 220.802 0.21842T =30 

18026.043 210.021 0.20993T =10 

19021.123 202.781 0.20183T =20 200 0.5 

19143.066 196.097 0.19423T =30 

19473.117 186.212 0.18455T =10 

20554.943 181.222 0.17965T =20 300 

21946.723 171.249 0.16985T =30 

11017.09 232.256 0.22962T =10 

13042.051 225.914 0.22342T =20 100 

15031.09 220.802 0.21842T =30 

18026.043 210.021 0.20993T =10 

19021.123 202.781 0.20183T =20 200 0.8 

19050.122 199.055 0.19713T =30 

19226.731 193.957 0.19215T =10 

19331.040 191.205 0.18945T =20 300 

20031.044 182.342 0.18075T =30 
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1بنابراين [ , )T M∈ 1پاسخ بهينه∞ ( )TRC T.منحصربفرد است 
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